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Einige Hinweise zum Charakter des Manuskripts ,, Fachdidaktische Facetten *

Das Manuskript ist im Laufe der Jahre entstanden aus einer sammelsuriumsartigen Zusammenstel-
lung von Hinweisen zur Unterrichtsplanung im Zusammenhang mit dem von der Hochschule be-
treuten Schulpraktikum. Zielgruppe sind die Studierenden dieses Praktikums — nicht die Kollegen-
schaft oder die ,,scientific community*.

Systematik und Vollstindigkeit, so sehr ich diese Aspekte ansonsten durchaus schétze, waren nicht
die vorrangigen Leitlinien bei der Zusammenstellung des Materials.

Das Manuskript ist bewulit auch mit einer ,,personlichen Note* versehen. Da dies ein informelles
Manuskript ist, habe ich mir den Luxus einiger personlich gefarbter Formulierungen erlaubt.

Einige der Abbildungen sind im Original farbig (so insbesondere die eigentlich ,,dynamisch* gedach-
ten Abbildungen zu den figurierten Zahlen) — falls daran Bedarf besteht, bitte ggf. kurze Riickmel-

dung an mich am besten unter ziegenbalg.edu@gmail.com .

Fiir Bemerkungen, Kommentare und Hinweise aller Art bin ich stets dankbar.
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Bemerkungen zu Zielsetzung und Gliederung des Manuskripts

Das Manuskript hat insbesondere die Funktion, als Hintergrundmaterial fiir das schulpraxisbeglei-
tende Fachdidaktische Seminar zu dienen; es ist im Hinblick auf diese Zielvorstellung entstanden
und weiterentwickelt worden. Entsprechend dieser Zielsetzung stehen konkrete unterrichtspraktische
Elemente im Vordergrund und Theoretisches bzw. Theoretisierendes eher im Hintergrund. Erfah-
rungsgemil haben die Studierenden (trotz der vorangegangenen pddagogischen Einfiihrungsver-
anstaltungen) nur wenig Vorstellungen, Ubung und Grundwissen im Hinblick auf die konkrete Un-
terrichtsvorbereitung im Mathematikunterricht. Deshalb war es notwendig, fachspezifische ,,Hand-
reichungen® fiir die Unterrichtsvorbereitung zu entwickeln; dies allerdings nicht kurzsichtig nur aus
der Sicht auf die ndchste Unterrichtsstunde sondern entsprechend allgemeiner Zielvorstellungen und
Grundprinzipien, die fiir den Mathematikunterricht weitgehend allgemein anerkannt sind.

Das Manuskript ist von Themenauswahl, Schwerpunktbildung und vom Stil der Darbietung her
durchaus personlich gefarbt. Eine enzyklopddische Vollstandigkeit war weder angestrebt noch mog-
lich. Jedermann ist eingeladen, Kommentare, Hinweise oder Ergdnzungsvorschlige zum Manuskript
abzugeben (elektronische Adressen: s.0.).

Bemerkungen zur Frage: Was ist Didaktik der Mathematik?

Die Anzahl der unterschiedlichen Antworten auf diese Frage wird nur geringfiigig niedriger sein als
die Anzahl der Fachleute, die man befragt. Aus der Fiille der moéglichen Antworten seien im folgen-
den, ohne Anspruch auf Vollstandigkeit, exemplarisch einige herausgegriffen.

Natiirlich haben sich auch andere Wissenschaften die Frage nach der Definition ihres Gegenstands-
bereiches gestellt, und auch da gibt es die unterschiedlichsten Antworten. Der folgende lakonische
Antwort-Typus macht es sich etwas einfach und scheint die Moglichkeit einer Realdefinition in Frage
zu stellen: ,,Geometrie ist, was Geometer tun“; ,,Kombinatorik ist, was Kombinatoriker tun®, ,,Psy-
chologie ist, was Psychologen tun®, ... , ,,Fachdidaktik ist, was Fachdidaktiker tun“. Dies ist zwar
korrekt, aber nicht sehr hilfreich.

Nicht sehr viel besser sind die Beschreibungen:
e Fachdidaktik ist, was in den Vorlesungsverzeichnissen unter ,,Fachdidaktik* aufgefiihrt ist.

o Fachdidaktik ist die Gesamtheit des Wissens, das unter der Rubrik ,,fachdidaktische Litera-
tur* abgedruckt ist.

AuBlerdem stehen alle der obigen Definitionsversuche sehr stark in der Nédhe der Zirkularitdt. Woher
weil} der Leser zum Beispiel, ob ein bestimmtes Buch zur fachdidaktischen Literatur gehort? Etwa,
weil es in einer fachdidaktischen Reihe erscheint, oder weil es den Begriff der Fachdidaktik plakativ
im Titel trdgt? Was ist dann mit Biichern, bei denen das nicht der Fall ist — sind die dann automa-
tisch nicht fachdidaktisch? Dann wiirde z.B. ein Buch wie Polyas ,,How to solve it* nicht zur Fach-
didaktik zahlen. Dies wire unbefriedigend.

In bezug auf die Fachdidaktik der Mathematik scheint sich (warum, das ist eine interessante Frage)
bei manchen Studenten die Auffassung verbreitet zu haben: ,,Fachdidaktik ist es, wenn man keine
Beweise konnen muf3*, denn in Priifungsberatungen wird erstaunlich oft die Frage gestellt ,,Miissen
wir im fachdidaktischen Teil auch Beweise konnen?“. Die Antwort auf diese Frage kann jedoch nur
lauten: Im fachlichen Priifungsteil reicht es im allgemeinen, fiir jeden diskutierten Satz einen Beweis
zu kennen; im fachdidaktischen Priifungsteil mufl man in der Regel mehrere Beweise kennen, z.B.
um sie nach fachdidaktischen Kriterien auf ihre Tauglichkeit in bestimmten Lernsituationen bewerten
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zu konnen. So konnen unterschiedliche Beweise auf unterschiedlichen Lernvoraussetzungen be-
ruhen, Bestandteil unterschiedlicher Lernsequenzen sein, sie konnen unterschiedlich abstrakt oder
konkret, unterschiedlich anschaulich sein, u.s.w. ,Korrektes Argumentieren lernen* ist ein wichti-
ges allgemeines Ziel des Mathematikunterrichts und jeglicher fachdidaktischer Bemiihungen (vgl.
Abschnitt 3). Also gehoren Argumentationen, Begriindungen und Beweise auch zur Fachdidaktik.
(Natiirlich 1st der Gegenstandsbereich der Fachdidaktik damit noch nicht ausgeschopft.)

Einen immerhin zirkelfreien Definitionsversuch unternahm vor Jahren H. Griesel mit der Formulie-
rung: ,,Didaktik der Mathematik ist die Wissenschaft vom Berufswissen des zukiinftigen Mathema-
tiklehrers®. Ein Problem mit dieser Definition besteht jedoch darin, daB3 sie ausschlieBlich auf die
Lehrertitigkeit beschrénkt ist. Natlirlich ist eine solche Definition auf einer hohen Ebene noch zu
konkretisieren; dies ist immer wieder Ziel und Gegenstand fachdidaktischer Bemiihungen.

Eine recht brauchbare Beschreibung des Feldes der Fachdidaktik der Mathematik gibt E. Wittmann
in seinem Buch ,,Grundfragen des Mathematikunterrichts* auf den Seiten 1-4.

Zusammenfassend und in sehr kompakter Formulierung mochte ich die folgende Arbeitsdefinition
verwenden:

Didaktik der Mathematik ist die Wissenschaft, die sich mit den Bedingungen, Inhalten
und Methoden des Lehrens und Lernens von Mathematik beschiftigt. Zur Didaktik der
Mathematik gehort insbesondere auch die Frage, welche mathematischen Inhalte und
Methoden der Allgemeinbildung zuzurechnen sind.

Didaktik der Mathematik ist also vielgestaltig. Im folgenden werden, aus der spezifischen Situation
der schulpraktischen Betreuung, einige ihrer Facetten aufgezeigt. Diese Ausfiihrungen gehoren zwar
zur Fachdidaktik, das gesamte Feld der Fachdidaktik ist damit jedoch keinesfalls erschopft.

Mindestens ebenso wichtig wie die Klarung der Frage ,,Was ist Fachdidaktik* ist die konkrete Be-
gleitung unterrichtspraktischer Bemiihungen aus einer iibergeordneten fachdidaktischen Perspektive.
Dieses Wechselspiel zwischen Theorie und Praxis kommt besonders klar im folgen Zitat zur Gel-
tung:

BUDDHA: In the search for truth there are certain questions that are not important. Of
what is the universe constructed? Is the universe eternal? Are there limits or not to the
universe? What is the ideal form of organization for human society?

If a man were to postpone his search and practice for Enlightenment until such questions
were solved, he would die before he found the path.

(Zitat nach: M. Minsky, The Society of Mind, S. 45)



1. Unterrichtspraxis

Hinweise fiir die Unterrichtsplanung
und die Erstellung von Unterrichtsentwiirfen
zum Mathematikunterricht

Machen Sie es so einfach wie mdglich
— aber nicht einfacher
Albert Einstein

1.1 Vorbemerkungen zur Unterrichtsplanung

Die Basis der Unterrichtsplanung ist eine fachdidaktische Analyse, etwa entsprechend den Grund-
fragen der ,,.Didaktischen Analyse* von W. Klafki (vgl. Abschnitt 3.4). Die von Klafki genannten
Grundfragen sind jedoch allgemeiner, nicht fachspezifischer Natur. Sie sind im gegebenen Zusam-
menhang mit den Besonderheiten des Mathematikunterrichts in Einklang zu bringen.

Grundelemente der Unterrichtsplanung fiir den Mathematikunterricht sind:

e Lern- bzw. Unterrichtsziele — in Verbindung mit einer kognitiven Analyse
e Sachanalyse

e Uberlegungen zur Unterrichtsmethodologie

e Verlaufsplanung (unter Einbezug von Materialien / Medien / Werkzeugen)

Eine notwendige Grundvoraussetzung fiir die Unterrichtsplanung ist die Analyse bzw. Kenntnis der
kognitiven Situation der Lernenden: iiber welches Vorwissen verfiigen sie, wie sind verwandte
Unterrichtsthemen bisher behandelt worden, welche Begriffe, Notationen und Bezeichnungen wur-
den verwendet, wo gab es besondere Schwierigkeiten und Probleme, welche Unterrichtsmethodik hat
sich als besonders fruchtbar erwiesen?

Eine Grundpramisse fiir die Planung auch einzelner Unterrichtsstunden ist, daB3 die jeweilige Unter-
richtsstunde nie isoliert sondern immer im Zusammenhang mit dem zeitlichen und inhaltlichen Kon-
text des Gesamtunterrichts zu sehen ist. Dabei spielt besonders die Einbettung der konkret zu pla-
nenden Unterrichtsstunde in die sie umgebende Unterrichtseinheit eine entscheidende Rolle.



1.2 Allgemeine Rahmenbedingungen des Unterrichts
(gelegentlich auch als ,,soziokulturelle® bzw. ,,anthropogene Voraussetzungen bezeichnet)
Zu den allgemeinen Rahmenbedingungen des Unterrichts gehoren insbesondere

e die Beschreibung des Schulorts und der Schule (Schiiler, Eltern, Lehrer, Ausstattung, Rdum-
lichkeiten, Schulhof, Angebote, besondere Ereignisse, ...)

e die Beschreibung der Klasse (Klassenstruktur, Klassenzimmer, die padagogische Situation, so-
ziologische Aspekte, Charakterisierung einzelner Schiiler, pddagogische Konsequenzen, ...)

Diese Aspekte sind grundsitzlich von Bedeutung. Thnen ist im ,,Normalunterricht* und besonders
auch im Blockpraktikum Rechnung zu tragen. Im Wochentagspraktikum wird die Schulpraxisgruppe
vom Ausbildungslehrer iiber die soziokulturellen und anthropogenen Voraussetzungen des Unter-
richts informiert; es ist i.a. dann nicht mehr nétig, diese Ausfiihrungen dann jeweils nochmals in die
einzelnen Unterrichtsentwiirfe aufzunehmen, es sein denn, es ergeben sich daraus konkrete Konse-
quenzen fiir die Planung der einzelnen Unterrichtsstunde.

1.3 Zu den Lern- bzw. Unterrichtszielen
(im folgenden kurz: Lernzielen)

Zunichst eine Vorbemerkung (die sich leider aus den Erfahrungen der Vergangenheit als notwendig
herausgestellt hat): Man kann es, bei aller Wertschitzung fiir ,,affektive Lernziele, drehen und wen-
den wie man will — das Schulfach Mathematik ist ein stark ,,kognitiv" geprigtes Fach. Dementspre-
chend ist bei den Lernzielen und bei der Unterrichtsvorbereitung grofle Sorgfalt auf die Planung der
kognitiven und inhaltlichen Ziele zu legen. Dazu gehort die Beriicksichtigung von Fragen der Art:

e Was sollen die Schiiler lernen?
e Warum sollen sie es lernen?
(Hier reicht die Begriindung: ,,Weil es im Lehrplan steht* nicht aus.)
e Welches Vorwissen, welche Vorerfahrungen zum Thema besitzen die Schiiler?

e Wie sieht, auf der Basis von Praktikabilitit und intellektueller Ehrlichkeit, ein Weg (bzw. wie
sehen mdgliche alternative Wege) von diesen Vorerfahrungen zu den angestrebten Lernzielen
aus?

Natiirlich sind auch Fragen der Unterrichtsorganisation nicht zu vernachldssigen; sie stehen aber in
der Regel beim Mathematikunterricht nicht im Vordergrund.

Keinesfalls sollte der Unterrichtende den Fehler begehen, sich aus Angst vor und Unsicherheit bei
den inhaltlichen Lernzielen in die affektiven Lernziele zu fliichten. Das insbesondere in der Nach-
besprechung oft zu horende Argument: ,,... aber es hat doch Spall gemacht ... ist als Kriterium fiir
die Bewertung von Mathematikunterricht absolut unangebracht. ,,Spall machen®, das konnen das
Fernsehen und sonstige Medien besser; dazu brauchte man keinen Unterricht. Wenn es nur das
gewesen sein sollte, dann war es nicht genug.

Ein Hinweis, um MiBlverstindnissen vorzubeugen: Mit diesen Bemerkungen ist nicht gemeint, daf3
Mathematikunterricht nicht auch Spal3 machen oder Freude und Befriedigung vermitteln sollte. Ganz
im Gegenteil: Die Kraft des eigenen Denkens kennen zu lernen, die Erfahrung, ein schwieriges ma-
thematisches Problem mit Geduld und Energie gelost zu haben, kann eine groBe Befriedigung, ja
sogar ein Gliicksgefiihl hervorrufen. In diesem Sinne sind Freude, Befriedigung und auch ,,SpaB3“
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nicht nur nicht unerwiinscht sondern hoch willkommen. Spal, der sich aber nur aus unverbindlicher
Situationskomik oder aus gewissen Techniken der Unterrichtsorganisation heraus oder weil es ,,super
in die Medienlandschaft passt* ergibt, ist i.a. nicht das Ziel von Mathematikunterricht.

Die Lernziele beschreiben den angestrebten Ertrag einer Unterrichtseinheit oder -Stunde. Im fol-
genden sind einige konkrete Empfehlungen fiir die Formulierung der Lernziele gegeben.
e Gliederung und Gewichtung der Lernziele:

Die Lernziele sollten in angemessener Weise gegliedert, strukturiert und gewichtet werden. Zu

unterscheiden sind insbesondere

* zentrale Ziele (Hauptlernziele, globale Lernziele, ,,Grobziele*)

* periphere Ziele (Nebenlernziele, ,,Feinziele®)

* instrumentelle Ziele (Hilfslernziele)

Dazu ein Beispiel:

* Die Addition natiirlicher Zahlen kennenzulernen, sie ausfiihren und anwenden zu kénnen*
ist ein globales Lernziel des Mathematikunterrichts in der Elementarstufe.

* ,Die Prinzipien der Zahlschreibweise im Zehnersystem kennenzulernen und mit ihr umge-
hen zu konnen* ist ebenfalls ein globales Lernziel.

* ,Die Addition einstelliger Zahlen (im Zehnersystem)* ist ein Feinlernziel; ebenso (etwas
spéter) ,,Die Addition zweistelliger Zahlen®.

* Die Technik des Zehneriiberschreitens bei der Addition kennenzulernen und zu beherr-
schen ist ein Hilfslernziel, das seine Rechtfertigung nur in Verbindung mit den obigen glo-
balen Lernzielen (bzw. Feinzielen) bezieht.

Hinweis: Es sollten nicht zu viele Hauptlernziele pro Unterrichtsstunde aufgestellt werden (im
Normalfall ein Hauptlernziel pro Unterrichtsstunde).

e Transparenz der Lernziele:

Die Lernziele der Unterrichtsstunde bzw. Unterrichtseinheit sollten auch fiir die Schiiler er-
kennbar sein. Dies muf} jedoch nicht bedeuten, dafl der Lehrer zu Beginn der Stunde ,,mit der
Tiir ins Haus zu fallt“, z.B. in der Weise, daB er als erstes das Stundenthema als Uberschrift an
die Tafel schreibt.

e Genetische Entwicklung bzw. kognitive ,,Passung* der Lernziele:

Mathematikunterricht ist auch von seinen Zielsetzungen her genetisch zu entwickeln. Kurzfor-
mulierung: genetisch = entwicklungsgemdll (ndhere Ausfiihrungen zum genetischen Prinzip
folgen spéter). Dazu gehort insbesondere:

Lernziele und Lernvoraussetzungen sind sorgfiltig zu unterscheiden! Lernvoraussetzungen
sind 1.a. keine Lernziele der zu planenden Stunde (sie waren in der Regel die Lernziele fritherer
Unterrichtsstunden). Es kann jedoch sinnvoll sein, wichtige Lernvoraussetzungen zu Beginn
des Unterrichts nochmals in Erinnerung zu rufen.

Wichtige Lernvoraussetzungen und (u.U. auch nichtschulische) Vorerfahrungen der Schiiler
sollten bei der Formulierung der Lernziele beriicksichtigt werden.

e Festigung des Gelernten, Lernzielkontrollen:

Die Erarbeitung der Lernziele ist durch von den Schiilern eigenstéindig zu bearbeitende Aufga-
ben zu festigen. Das Erreichen der Lernziele ist durch geeignete Lernzielkontrollen sicherzu-
stellen.



¢ Differenzierung:

In Verbindung mit der Festigung der Unterrichtsinhalte ist auf eine differenzierte Ausgestaltung
des Ubungsmaterials zu achten. Es miissen neben den ,,Normal“-Aufgaben auch Aufgaben fiir
besonders leistungsschwache oder auch leistungsstarke Schiiler vergeben werden. Den Schii-
lern ist die Gelegenheit zu geben, zu erfahren, dafl es sehr befriedigend sein kann, neues Wis-
sen, neue Kenntnisse sicher zu beherrschen und in Standardsituationen anwenden zu konnen —
und dariiber hinaus, die Kraft des eigenen Denkens bei der Losung (altersgeméfer) schwieriger
Probleme zu erleben. Auch das Kennenlernen der eigenen Grenzen gehort zu einer ausgewo-
genen Bildung und Erziehung. Zum Kennenlernen der Grenzen kann auch gehoren, dass man
diese Grenzen im konkreten Fall auch einmal nicht erreicht. Bei permanenter Unterforderung
der Schiiler wiirde man ihnen diese Erfahrung vorenthalten.

e Anspruchsniveau:

Kaum ein Lernziel wird im konkreten Unterricht zu 100 % erreicht. Dies hei3t jedoch nicht
automatisch, daB man das Anspruchsniveau das nédchste mal reduzieren muf3, denn auch das
»ausgediinnte™ Lernziel wird dann wieder nicht voll erreicht. Eine solche Strategie wiirde nur
zu einer gegen Null konvergierenden Zielsetzung fiihren.

Die Formulierung der Lernziele sollte stets mit einer kritisch-konstruktiven Wiirdigung der jewei-
ligen Lehrplanvorgaben einhergehen. Man sollte (vermeintlich) vorgegebene Lernziele zur Kenntnis,
aber nicht einfach unkritisch iibernehmen sondern sie im Hinblick auf ihren Bildungsgehalt analysie-
ren. Dazu gehort insbesondere die Reflexion mdoglicher Begriindungen fiir das jeweilige Unter-
richtsthema. Die Begriindung ,,es wurde mir ja vorgeschrieben® oder ,,es steht ja im Lehrplan® reicht
nicht aus. Es ist unabdingbar, daf3 sich der Unterrichtende ein eigenes Urteil bildet.



1.4 Die Sachanalyse: Uberlegungen zu Stoff / Thema /
Unterrichtsgegenstand

Es gibt kein Stricken ohne Wolle. (H. Winter)

Schwimmlehrer gesucht, der selber schwimmen kann. (H. Freudenthal)

Die Sachanalyse dient der Klarung der Fragen: ,, Was ist zu unterrichten? ... und ,, Warum ist es
zu unterrichten? “ — m.a.W. die Frage nach Gegenstand, Struktur und Bildungsrelevanz des Themas.
Man konnte es auch so ausdriicken: Bei der Sachanalyse handelt es sich um die ,,Logik* des Themas
aus der Bildungsperspektive.

Dazu gehort insbesondere die Reflexion der folgenden Aspekte:

e Was sind die fundamentalen Ideen des Unterrichtsthemas?

e Gibt es bzw. welches sind paradigmatische' Beispiele, Veranschaulichungen oder Darstellungs-
formen? Welche eignen sich besonders fiir den zu planenden Unterricht?

Ein Beispiel: Die geometrische Deutung der binomischen Formel

(a+b)? =a’ +2ab+b?

ab b’ b
Y
aj ba a

‘_G_N_b"

o Welche genetischen ErschlieBungsmoglichkeiten gibt es fiir die zu behandelnden Inhalte? Wie
kann auf Vorkenntnisse und Vorerfahrungen der Schiiler zuriickgegriffen werden?

Eine Darstellung einer mathematischen Theorie heifit genetisch, wenn sie an den natiirlichen
erkenntnistheoretischen Prozessen der Erschaffung und Anwendung von Mathematik ausge-
richtet ist (E. Wittmann, ,,Grundfragen ...*).

e Was ist der Stellenwert des Themas im spiralformigen Aufbau des Mathematikunterrichts im
allgemeinen und der behandelten Unterrichtseinheit im besonderen? (Jede Unterrichtsstunde
steht im Brennpunkt zwischen vergangenem und zukiinftigem Unterricht; zwischen Lern-
voraussetzungen und Lernzielen.)

'Paradigma (griechisch): Beispiel, Muster
paradigmatisch: von modellhaftem Charakter
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e Ist das Thema aus einer historischen oder
kulturgeschichtlichen Perspektive von Be-
deutung? Wie kann die historische Di-
mension des Themas fiir den Unterricht
genutzt werden? Wie haben sich die
zentralen Ideen, Begriffe und Verfahrens-
techniken historisch entwickelt; wie wur-
den die zu behandelnden Themen (z.B. Re-
chenverfahren oder elementargeometrische
Konstruktionen) in anderen Kulturkreisen
bewiltigt.

An dieser Stelle kann das Einbringen kul-
turhistorisch bedeutsamer Dokumente und
Abbildungen eine sinnvolle Ergénzung des
Unterrichts darstellen.

Das nebenstehende Bild von Gregor
Reisch aus dem Jahre 1504 symbolisiert
die Probleme beim Ubergang vom Abakus-
Rechnen zum Ziffernrechnen.

Eine kleine Auswahl weiterer historische bedeutsamer Bilddokumente mit Bezug zur Mathe-
matik wird spéter gegeben.

e Besitzt das Unterrichtsthema ein reichhaltiges Spektrum von Anwendungen (im Alltagsleben,
im Zusammenhang mit anderen Fachern, ...)? Kdnnen solche Anwendungen fiir den Unterricht
genutzt werden (z.B. als Einstiegsmotivation, fiir Ubungen und Hausaufgaben, fiir Projekte)?

e Verfiigt das Thema {iber einen hohen Grad an Beziehungshaltigkeit? Wie fiigen sich die In-
halte der Stunde in ein Beziehungsnetz mit anderen Unterrichtsinhalten ein? Welche inhaltli-
chen und methodologischen Verflechtungen des Unterrichtsthemas zu anderen (fachinternen
oder facheriibergreifenden) Unterrichtsinhalten gibt es?

e Was sind die zum Unterrichtsthema gehorenden Grundaufgaben? Gibt es zu jeder Grundauf-
gabe eine ,,griffige” (paradigmatische) Anwendungssituation? Werden die Grundaufgaben und
ihre Anwendungen in den Ubungen oder den benachbarten Unterrichtsstunden vollstindig
(systematisch) behandelt? Werden die Grundaufgaben in den Ubungen und den gestellten
(Haus-) Aufgaben entsprechend dem operativen Prinzip angemessen variiert?

Ein Hinweis: in [Diirr/Ziegenbalg, S. 302] sind die Grundaufgaben der Prozentrechnung mit
exemplarischen Anwendungen in systematischer Weise beschrieben: die Variation der Glei-
chung

Prozentwert

Prozentsatz =
Grundwert

fiihrt bei funktionaler Betrachtungsweise zu sechs — und nicht etwa, wie sonst oft behauptet, zu
drei — Grundaufgaben!)

Eine vertiefte Diskussion dieses Beispiels und des operativen Prinzips ist in Abschnitt 4.2 zu
finden.
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1.5 Uberlegungen zur Unterrichtsmethodologie
insbesondere zur Lehrer-Schiiler-Interaktion

Die Methodologie verhélt sich zum Methodischen

wie die Kriminologie zum Kriminellen.

So sind die Ausfiihrungen eines Juristen zu Fragen der Verbrechens-
bekdmpfung sicher kriminologisch, ob sie auch kriminell sind, ist eine
ganz andere Frage.

Die Uberlegungen zu Unterrichtsmethodologie dienen vor allem der Frage: Wie (nach welchen
Grundprdmissen) ist das gewdhlte Thema zu unterrichten? Dabei stehen, im Gegensatz zur Ver-
laufsplanung, bei der Planung der Unterrichtsmethodologie globale Aspekte, die meist die gesamte
Unterrichtseinheit (oft ein ganzes Schuljahr oder mehr) betreffen, im Vordergrund. Hierzu gehdren
die folgenden Uberlegungen.

e Auf welchen globalen Argumentationslinien, welchen Grundprédmissen, welchen methodologi-
schen Leitlinien soll die Stunde (bzw. die Unterrichtseinheit) aufgebaut werden? Wie sicht die
globale ,,Dramaturgie® fiir die Unterrichtseinheit aus?

Ein Beispiel: Sollte man die Argumentation (den Beweis) bei einer geometrischen
Fragestellung lieber ,,euklidisch" (kongruenzgeometrisch) oder abbildungsgeo-
metrisch fithren?

Derartige Fragen sind selten isoliert fiir eine Einzelstunde sondern i.a. immer nur im Gesamt-
zusammenhang der jeweiligen Unterrichtseinheit zu kléren.

¢ Analyse der kognitiven Situation: Ist der geplante Argumentationsgang sowohl global als auch
im Detail praktikabel?
* Ist die Einstiegsmotivation fiir die Schiiler verstdndlich und plausibel?

* Gibt es bestimmte kritische Lernvoraussetzungen, die u.U. noch einmal wiederholt werden
sollten? Was sind dafiir die geeigneten Unterrichtsphasen?

* An welchen Stellen werden die Schiiler vermutlich besondere Schwierigkeiten haben?
Ein typischer Fall: 40 =1 ... Permanenzprinzip

Beispiel fiir die Argumentation auf der Basis einer Permanenzreihe:

1000000 | 100000 | 10000 | 1000 | 100 | 10 | 1 |?
10° 10° 10* 10° | 10> | 10" | 10" | ?

Eine vertiefte Diskussion des Permanenzprinzips findet sich in Abschnitt 4.4.

e Ist der geplante Argumentationsgang auch aus der Sicht der Schiiler ,,intellektuell ehrlich*; d.h.
werden im Verlauf der Argumentation nur Kenntnisse und Fahigkeiten verwendet, iiber die die
Schiiler schon verfiigen oder die in der geplanten Stunde als Hilfsziele explizit entwickelt wer-
den?

Eine strikte Beachtung dieses Prinzips macht den einzigartigen demokratischen Charakter der
Mathematik und des Mathematikunterrichts aus. Bei Beachtung dieses Prinzips argumentieren
alle Diskutanten auf derselben Basis. Mathematisches Argumentieren hat vollig transparent zu
sein. Es gibt kein Geheimwissen, kein ,,hoheres* Lehrerwissen, keinen ,,Konigsweg* zur Ma-
thematik. Eine Argumentation der Art: ,,Um das zu verstehen, fehlt Dir noch sehr viel Lebens-
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erfahrung; wart nur ab, bis Du dlter bist, dann wirst Du das schon verstehen ist im Mathe-
matikunterricht nicht zuldssig.

Ist der geplante Argumentationsgang angemessen elementar? Wird unnotige Kompliziertheit,
wird unnétiger technischer und terminologischer Ballast vermieden? Werden geeignete, iiber-
zeugende Beispiele von paradigmatischem Charakter verwendet?

Ein wichtiges Charakteristikum (jedoch beileibe nicht das einzige) des algorithmischen Arbei-
tens ist, daf} es geeignet ist, Problemldseprozesse enorm zu elementarisieren (vgl. Ziegenbalg
1988 und 1996).

Das Bemiithen um Elementaritdt hat aber nichts mit verniedlichender Kindertiimelei zu tun —
und erst recht nichts mit verfalschender Oberflachlichkeit!

Ein Beispiel: Formel fiir den Flacheninhalt des Kreisausschnitts!

In einem Schulbuch findet sich die folgende Argumentation:

Der Kreisausschnitt mit Bogen b und Radius r dhnelt einem Dreieck mit
Basis b und Hohe r. Als Flicheninhalt F 4 des Kreisausschnitts ver-
wenden wir deshalb néiherungsweise den Fldcheninhalt des Dreiecks:

b-r

N |—

r FA:

|

~—— ) ——

Aufgabe: Analysieren Sie diese Begriindung.
Die Methode des paradigmatischen Vorgehens wird in Abschnitt 4.3 ndher beschrieben.

Ist die Unterrichtsplanung hinreichend flexibel — trégt sie auch unterschiedlichen Schiiler-
reaktionen Rechnung? Wie werden die Schiiler moglicherweise auf die geplanten Impulse,
Fragen oder Anregungen an den Gelenkstellen des Unterrichts reagieren? Ist im wesentlichen
nur eine ,,vernilinftige* Reaktion der Schiiler zu erwarten oder mull man sich auf unterschiedli-
che sinnvolle Antworten einstellen?

Auf welchen Argumentationspfaden kann das Unterrichtsziel erreicht werden? Welche davon
sind voraussichtlich besonders geeignet — dies vor allem im Hinblick auf die Schiiler und ihre
,,kognitive Disposition®, also ithr Vorwissen und ihre Art zu Argumentieren.

Konsequenz: Sollen die Schiiler nicht vom Lehrer gegéngelt werden, so sind u.U. mehrere
Pfade parallel zu planen — im Geometrieunterricht (aber nicht nur dort) z.B. verschiedene Be-
weisvarianten (etwa ,.kongruenzgeometrisch* versus ,,abbildungsgeometrisch*) eines zu behan-
delnden Satzes oder Sachverhalts.
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1.6 Verlaufsplanung,
Einsatz von Medien, Materialien und Werkzeugen,
Unterrichtssprache

Die Uberlegungen zur Verlaufsplanung und Unterrichtsmethodik dienen der Detailplanung des
Unterrichts. Sie sind in enger Verbindung mit den vorigen Abschnitten zu sehen. Der konkrete
Unterricht basiert ganz entscheidend auf seiner Detailplanung. Eine grofle Sorgfalt bei der Planung
der ,,Unterrichtsdramaturgie” — auch und insbesondere im Detail ist unverzichtbar.

e Der Unterricht steht und fillt meist schon mit der Wahl der Einstiegsmotivation (gelegentlich
auch als ,,Aufhinger” bezeichnet). Eine gute Motivation trdgt hdufig iiber die gesamte Stunde
und gelegentlich sogar weit dariiber hinaus; eine unbrauchbare Motivation ist die Wurzel fiir
Desinteresse, Millverstdndnisse und allgemein fiir Verstdndnisschwierigkeiten, die sich zu-
néchst als kleine Briiche in der Lehrer-Schiiler-Kommunikation andeuten und im ungiinstigen
Falle das Abgleiten des Unterrichts ins kommunikative Chaos zur Folge haben konnen.

Nach Moglichkeit ist die Einstiegsmotivation mit einer paradigmatischen Situation zu verbin-
den — vorzugsweise aus der realen Umwelt, aus dem Alltagsleben oder aus der Geschichte.
Dies ist anspruchsvoller, als das Heranziehen kiinstlicher Phantasiewelten, die oft nichts ande-
res darstellen als billige, leicht zu entlarvende Scheinmotivationen!

e Paradoxien, Rdtselhaftes, Widerspriichliches und Unmogliches sind oft geeignet, das Interesse
der Schiiler zu wecken.

Ein Beispiel:
P
1] ~L
(/’ Zerschneiden ™~
|~y
> N
\ und umlegen N
\ N
\ Konsequenz ?

Durch selbstindiges Aufdecken von
Scheinargumenten gewinnen die Schiiler an Urteilsfahigkeit. Viele Paradoxien (insbesondere
auch solche aus dem Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung) sind zudem von grund-
legendem wissenschaftstheoretischem oder historischem Interesse.

E. Wittmann spricht in diesem Zusammenhang auch vom kognitiven Konflikt und seiner Wand-
lung ins Produktive.

Der Mathematik kommt als Fach grundsétzlich eine aufkldrerische Aufgabe zu. Dazu gehort
traditionell die Schulung des Denkens, aber auch die Sinnes- und Wahrnehmensschulung.
Mathematisches Denken und mathematische Methoden konnen viel dazu beitragen, nicht nur
Scheinargumente zu entlarven sondern auch Scheinwelten zu erkennen und von der realen Welt
unterscheiden zu lernen.

In der letzten Zeit gewinnt diese Aufgabe im Zusammenhang mit der Uberflutung der Sinne
durch Umwelteinfliisse und besonders durch die Medien eine immer grofere Bedeutung.
Kiinstliche Video- und ,,multi-media“ Welten dringen sich zunehmend ins BewuBtsein der
Kinder.
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Das Wissen dariiber, dall manche Bilder (z.B. optische Tdauschungen — aber nicht nur diese) ge-
eignet sind, absichtlich oder unabsichtlich falsche Sachverhalte zu vermitteln (suggerieren) ge-
hort auch zur Allgemeinbildung. Hierzu an dieser Stelle nur ein Beispiel (weitere Ausfiih-
rungen und Beispiele dazu finden sich im Abschnitt 6).

e Die Kunst des ,,guten’ Beispiels: Die zur Erreichung des Unterrichtsziels jeweils richtigen
Beispiele und Anwendungssituationen herauszuarbeiten, ist eine der wichtigsten Aufgaben der
Unterrichtsplanung. Ein gutes Beispiel soll das Typische an der Situation verdeutlichen, es
sollte von paradigmatischem Charakter sein, es darf nicht trivial und nicht zu komplex sein.
Obwohl jedes Beispiel, formal genommen, nur einen Einzelfall darstellt, sollte das Allgemeine
an dem Beispiel erkennbar sein.

* Spezialfall Arithmetik: Arithmetische GesetzméBigkeiten werden im Unterricht oft schon zu
einem Zeitpunkt behandelt, wo noch gar keine Variablen und Quantoren (die streng genom-
men zur Formulierung allgemeiner Aussagen notwendig wiéren) zur Verfiigung stehen. In
solchen Fillen sind geeignete Zahlenbeispiele mit dem Charakter der Allgemeinheit (para-
digmatische Zahlenbeispiele) zu verwenden. Zur Darstellung des Distributivgesetzes
a-(b+c)=a-b+a-c eignen sich z. B. — in Verbindung mit der geometrischen Veran-
schaulichung anhand der Flichenbetrachtung — die konkreten Zahlen 5, 3 und 4 fiir a, b und
c.
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5%3=15
5% 4=20
5 3+4=17
5%7=35
=5%3+5%4
~3m—d- 5%(3+4)=5%3 + 5%4

- 7 .

Die Zahlen 5, 3 und 4 (fiir a, » und ¢) weisen in diesem Beispiel einen ,,allgemeinen® Cha-
rakter auf. Jede von ihnen ist eindeutig identifizierbar und spielt im praformalen Stadium
die Rolle einer Variablen.

Zufdllige Koinzidenzen wie z.B. 5, 7 und 5 oder 5, 2 und 3 (letzteres wegen 2+3=5) u.s.w.
sind zu vermeiden.

5%2=10

5*3=15

> 2+3=5
5%5=25

=77

2 3

- 5 —»

Welche 5 ist hier durch 2+3
zu ersetzen?

Die Veranschaulichung des Distributivgesetzes durch ein Quadrat stellt dariiber hinaus eine
unangemessene Spezialisierung dar.

Ein philosophisch-erkenntnistheoretisches Spezialproblem: Zur Formulierung allgemeiner
Sachverhalte, wie z.B. des Distributivgesetzes, bendtigt man Variable und Quantoren. Hiu-
fig stehen zu einem bestimmten Zeitpunkt (z.B. aus Altersgriinden) aber noch keine Varia-
blen zur Verfiigung. Dann tritt die Erhellung des Sachverhalts durch ein paradigmatisches
Beispiel an die Stelle einer allgemeinen, abstrakten Formulierung mit Variablen. Die in der-
artigen Beispielen auftretenden konkreten mathematischen Objekte (Zahlen, Geraden, Krei-
se, ...) stehen dann fiir das in der allgemeinen Aussage mit Hilfe von Variablen bezeichnete
Objekt. In der allgemeinen Formulierung bezeichnen unterschiedliche Variable in der Regel
auch unterschiedliche Objekte (z.B. unterschiedliche Zahlen). Deshalb ist es unverzichtbar,
daB3 auch in der beispielsgebundenen Formulierung unterschiedlichen GroBen unterschiedli-
che Zahlenwerte zugeordnet werden, denn sonst ist eine Identifizierung der gegebenen
GroBen anhand ihrer Werte nicht mehr moglich.

Die Quintessenz: Auch in einer beispielsgebundenen Darstellung sind unterschiedlichen
Objekten und unterschiedlichen Gréflen in der Regel stets unterschiedliche Zahlenwerte
bzw. objektbezogene Daten zuzuordnen. Die Beachtung dieses Prinzips ist eine notwendige
Voraussetzung dafiir, dal dem gewihlten Beispiel das Priadikat ,,paradigmatisch* zugespro-
chen werden kann.

Die oben gewihlten Beispiele waren extrem einfach und durchsichtig; haufig treten zufallige
Koinzidenzen in weniger offensichtlicher Form auf.

Nicht jedes Detail einer zu haltenden Unterrichtsstunde 146t sich vorhersehen und vorauspla-
nen. Ob in den vom Lehrer verwendeten Beispielen jedoch zufillige Koinzidenzen auftre-
ten oder nicht, das 148t sich sehr gut planen bzw. durch eine vorausschauende Planung ver-
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meiden.

Das Auftreten zufilliger Koinzidenzen ist oft ein Indiz fiir eine unzureichende, gedankenlose
Unterrichtsvorbereitung.

* Spezialfall Geometrie: Im Geometrieunterricht arbeitet man in der Regel mit konkreten
Figuren (z.B. Dreiecken, Parallelogrammen, ...). Jede solche Figur und die an und mit ihr
vollzogenen Argumentationen stellen, streng genommen, einen Spezialfall dar. Dennoch
wird eine allgemeine Aussage an diesem Spezialfall erarbeitet. Voraussetzung dafiir, dal3
dies in angemessener Weise ermoglicht wird, ist die Vermeidung von unangemessenen
Sonderfillen (z.B. kein gleichseitiges oder gleichschenkliges oder rechtwinkliges Dreieck,
wenn von einem nicht-speziellen ,,allgemeinen* Dreieck die Rede ist). Oft sind zur Wah-
rung der Allgemeinheit bei der Verwendung konkreter Konfigurationen Fallunterschei-
dungen durchzufiihren (z.B.: 1. Fall: spitzwinkliges Dreieck; 2. Fall: stumpfwinkliges Drei-
eck).

* Hier noch eine Warnung vor einer immer wieder zu beobachtenden Fehleinschédtzung der
motivationalen Situation. Der Unterrichtende vermeide die Motivation durch esoterische,
kiinstliche oder an den Haaren herbeigezogene Beispiele — die Motivation sollte plausibel
sein und muf i.a. iber die ganze Stunde hinweg tragen; eingangs gestellte Probleme sind im
Laufe der Stunde auch zu beantworten.

An dieser Stelle ist noch eine Bemerkung zu den Motivationen aus dem Bereich Esote-
rik/Mystik/Indianer-, Piraten- und sonstige Abenteuergeschichten angebracht. Studierende (aber
nicht nur sie) verfallen immer wieder dem Irrtum, da3 Motivationen aus diesen Bereichen beson-
ders geeignet sind, die Schiiler zu fesseln und ihre Aufmerksamkeit zu gewinnen. Meist werden
die Schiiler durch solche Motivationen schlicht hereingelegt. IThre arglose Offenheit, ihre Neu-
gier wird auf unsensible und meist unreflektierte Weise ausgebeutet. Diese Art von Geschichten
leben von der Erwartung, da3 es spannend wird, da3 etwas Aufregendes, etwas Phantastisches
passiert. Meist miissen die Indianer oder Piraten aber nur dazu herhalten, um anschlieBend eine
billige, langweilige Sachrechenaufgabe durchzurechnen. Zudem sind diese Geschichten meist in
primitiver Form verlogen. Das Leben der Indianer war eben nicht von der Art, daf3 es als Moti-
vation fiir die Einfiihrung von Léngen- und Flacheninhalten besonders geeignet ist; ihre Lebens-
weise hat sich nicht vorrangig an der Frage des Meters als Grundeinheit der Lingenmessung und
seiner Unterteilungen orientiert. Und bei der Verteilung der Beute eines Piratenraubzugs diirfte
selten die Lehre von den proportionalen bzw. antiproportionalen Zuordnungen im Vordergrund
gestanden sein.

In den allermeisten Féllen sind derartige Abenteuergeschichten primitiv, billig und verlogen.
Meine Empfehlung lautet: Man lasse die Finger davon. Die Suche nach echten Anwendungen
aus dem wirklichen Leben ist erheblich anspruchsvoller. Hier wird sehr viel schneller deutlich,
ob es sich um einen stimmigen Kontext, eine echte oder nur eine Scheinmotivation handelt.
Wenn einem gar keine sonstige Motivation einfillt, orientiere man sich am (kultur-) geschichtli-
chen Hintergrund des Unterrichtsthemas (wie haben die Agypter, die Babylonier, die Griechen
oder die Romer das gemacht; was hat Adam Ries dazu geschrieben, ... ?). Die wirkliche Ge-
schichte dient allemal besser als Motivation als diese aus den Fingern gesogenen Geschichtchen
und zugleich ist dies dann noch ein Beitrag fiir einen ganzheitlichen, facherverbindenden Unter-
richt.

e FEigentlich eine Selbstverstindlichkeit: Ankniipfungsmoglichkeiten an den bisherigen Unter-
richt oder sonstige Erfahrungen der Schiiler (Kontinuitdt des Unterrichts / genetisches Prinzip)
sind nach Moglichkeit zu nutzen. Eine wichtige Eigenschaft paradigmatischer Beispiele ist,
daB man immer wieder auf sie zuriickgreifen kann.

e Der Unterrichtende muB sich auf besondere Schwierigkeiten und Probleme im Lernprozess ein-
stellen und Lernschwierigkeiten durch eine flexible Planung begegnen. Dies ist eine an-
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spruchsvolle Aufgabe, die ein erhebliches Einfiihlungsvermogen in die Gefiihls- und Gedan-
kenwelt der Schiiler voraussetzt.

e Sprache / Artikulation: Mathematikunterricht ist Kommunikation — wie jeder Unterricht. Die
Basis fiir diese Kommunikation ist die deutsche (Umgangs-) Sprache.

* Der Unterrichtende sollte bewuBt eine klare, moglichst einfache, ungeschnorkelte, gramma-
tikalisch korrekte Sprache (besonders bei Schliisselfragen und Merksétzen) verwenden.

* Ein spezieller Hinweis: Man vermeide Fragetechniken ontologischen’ Typs zugunsten ope-
rativer Fragetechniken; also z.B.

nicht (ontologisch, d.h. Seins-orientiert): ,»Was ist ein Bruch?

sondern (operativ, d.h. handlungsorientiert): ,,Wie kann man mit Briichen rechnen,
Briiche vergleichen, mit Briichen umgehen, ... 7

* Im Unterricht hat die Lehrerin / der Lehrer im Hinblick auf die Sprachfiihrung eine Vorbild-
funktion; die Sprache darf landsmannschaftlich gefarbt, sie mu3 aber grammatikalisch kor-
rekt sein (Bildungsplan: Unterrichtssprache ist die deutsche Hochsprache).

* Die verwendeten Begriffe sollten korrekt sein, in geordneter Weise eingefiihrt und kon-
sistent verwendet werden (Definition, Merksatz, ...).

Ein Spezialproblem: Grundbegriffe sind in angemessener und zutreffender Form zu ver-
wenden; also z.B. keine Dimensionsbezeichnungen an Stelle der jeweiligen GroBen; man
spreche z.B. nicht von den DM, den Volt, den km ... sondern von dem Preis, der Spannung,
der Entfernung ... .

e Von zentraler Bedeutung ist das sorgfiltige Einplanen von Impulsen und Schliisselfragen fiir
die Gelenkstellen Unterrichts — bis hin zur wortlichen Formulierung der entsprechenden Fragen
und Impulse. (Die Planung solcher Gelenkstellen kann — und sollte — auch z.B. mit Kommili-
tonen auf ihre Verstindlichkeit, Plausibilitidt und Stimmigkeit hin getestet werden.)

o Dokumentation: Der Unterrichtende hat auf eine ausfiihrliche, saubere, iibersichtliche, klar ge-
gliederte Dokumentation des Unterrichtsverlaufes sowohl an der Tafel bzw. am Overheadpro-
jektor (OHP) und ggf. anderen Medien als auch im Heft der Schiiler zu achten. Wichtige Be-
griffe und Definitionen sind stets auch schriftlich zu formulieren; dabei u.U. auftretende
Fremdworter sind zu erkldren. Wichtige Ergebnisse sind stets in Form von Merksétzen festzu-
halten (deren Formulierung durchaus auch mit den Schiilern erarbeitet werden sollte).

e Die Verwendung von Medien, Materialien und Werkzeugen (Tafel, OHP,...) ist im Detail und
mit groBer Sorgfalt zu planen; insbesondere auch im zeitlich-dynamischen Verlauf. Dazu ge-
hort insbesondere:

* die dynamische Planung der Wandtafelverwendung (wo fange ich an, was bleibt stehen, was
wird weggewischt, wo stehen zentrale Figuren oder Texte, wo Nebenrechnungen ...);
zu Beginn der Stunde (bzw. vor der Benutzung) muf die Tafel sauber und trocken sein.

* Vermeidung von Beispielen, Darstellungsformen und Materialien, durch die nur unange-
messene Spezialfille erfait werden

— besonders im Geometrieunterricht: Beachtung der Proportionen von Zeichnungen (be-
sonderes Problem: Verzerrungen am OHP!); Vermeidung von unangemessenen Sonder-
féllen — kein gleichseitiges oder gleichschenkliges oder rechtwinkliges Dreieck, wenn
von einem nicht-speziellen (,,allgemeinen*) Dreieck die Rede ist

2 Ontologie: Lehre vom Sein, von den Ordnungs-, Begriffs- und Wesensbestimmungen des Seienden
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* Die Verwendung von Farben sollte den folgenden Zielen dienen:

— Hervorhebung von sachlichen Analogien, Gliederungsaspekten und Kontrasten durch die
Farbgebung

— Vermittlung eines Bedeutungsgehaltes durch konsequente Farbgebung iiber das gesamte
Schuljahr hinweg. Im Geometrieunterricht z.B. konstante und konsistente Verwendung
von Farben jeweils fiir die gegebene Konfiguration, fir Hilfslinien und fiir die gesuchte
Losungskonfiguration.

— aber i.a. keine Verwendung von Farben nur damit nach der Stunde die Tafel ,,schon bunt*
ist

— Wabhl deutlich erkennbarer, leuchtender Farben (dies ist u.U. vor der Stunde auszuprobie-
ren)

— an der Tafel sollten cher helle, am OHP und im Heft eher dunkle Farben verwendet wer-
den (Hintergrundkontrast)

— es sollten eindeutige und dauerhafte Farbentsprechungen zwischen Tafel und Schiilerheft
vereinbart werden, z.B.

Tafel Heft
weil3 schwarz
gelb braun

hellblau dunkelblau

— Vermeidung von Rot/Griin-Kontrasten (in Zivilisationsldndern liegt Haufigkeit der
Rot/Griin-Farbenblindheit von Ménnern bei knapp 10 %, vgl. [Lenz 1960, S.241])

* Verwendung sonstiger Materialien: z.B.: grofle faltbare Papierbdgen bei der Behandlung
des Themas ,,Achsenspiegelungen® (Klecksbilder)

Der Einsatz von Medien und Materialien sollte 6konomisch und dem Unterrichtsziel angemessen
sein. Es ist i.a. nicht das Ziel einer Mathematikstunde, einen ,,Medienfeuerwerk® abbrennen zu
lassen.

e Der Unterricht ist in Phasen mit unterschiedlichen und situationsspezifischen Interaktionsfor-
men zwischen Lehrer und Schiilern zu gliedern (Lehrervortrag, fragend—entwickelndes Unter-
richtsgesprich, Schiilerbeitrag, Einzeliibungen, Gruppenarbeit, ...).

o Ubung / Festigung: Phasen zur Stabilisierung und Lernzielkontrollen sind einzuplanen: Ubun-
gen, Festigung (insbesondere auch durch ,,Proben* und Plausibilitdtsbetrachtungen), Hausauf-
gaben. Hierbei gibt es vielfiltige Differenzierungsmoglichkeiten und Anwendungsmdglich-
keiten fiir das operative Prinzip (operatives Variieren).

Das Ziel der Festigung 148t sich oft sehr gut mit weiteren methodologischen und inhaltlichen
Zielen verbinden (Aufzeigen von alternativen Losungen, Rechenvorteilen, ...).

e Arbeit und Leistung der Schiiler sind angemessen zu wiirdigen durch differenziertes Lob und
Bestétigung. Das Lob sollte der Leistung angemessen sein; grundsétzlich iiberschwengliches
Loben (etwa ein stereotypes ,,Toll !* auch fiir den allerbescheidensten Beitrag) entwertet sich
selbst.

e An dieser Stelle sei noch die folgende Empfehlung gegeben: Der konkrete Unterricht lauft
meist wesentlich langsamer ab als Studierende annehmen. Der Zeitpunkt, zu dem wesentliche
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Ziele der Unterrichtsstunde erreicht werden, sollte also nicht zu spit eingeplant werden! The-
men, die gegen Ende der Stunde eingeplant werden, kdnnen oft gar nicht mehr in Angriff ge-
nommen werden.

1.7 Formale Grundbestandteile des Unterrichtsentwurfs

* Lernziele (ca. 1/4 — 1/2 Seite)
* Sachanalyse (ca. 1 — 2 Seiten)
* Unterrichtsmethodologie (ca. 1 — 2 Seiten)

* Verlaufsplanung, insbesondere Planung der Argumentationspfade und ,,Gelenkstellen*, Einpla-
nung von Alternativen (ca. 1 — 2 Seiten)

* Medienplanung, insbesondere Tafelplanung, Einsatz sonstiger Materialien: nach Bedarf (7afel-
planung unerldflich!)

* Angabe der fiir den Unterrichtsentwurf verwendeten Literatur und Materialquellen (Schulbii-
cher, Lehrerhandbiicher, fachdidaktische Literatur, Lexika, Enzyklopéddien, Presseerzeugnisse,
Jahrbiicher, Datensammlungen, Internet-Seiten und sonstige Quellen)

Der Unterrichtsentwurf sollte keine Sammlung von ,,fliegenden Blattern* sondern eine ,,geordnete®
Dokumentation darstellen und alle fiir den Unterricht relevanten Planungselemente enthalten (also
z.B. auch Schiiler-Arbeitsblatter u.4.).

Kopien des Unterrichtsentwurfs sollten stets vor der jeweiligen Unterrichtsstunde an die Ausbil-
dungslehrerin bzw. den Ausbildungslehrer, den betreuenden Dozenten und die Kommilitonen verteilt
werden.

Die wesentlichen Elemente des Unterrichtsentwurfs sollten in der Regel bereits fiir die Stunde ausge-
arbeitet haben, die der zu haltenden Stunde vorausgeht. Die Planung muB} sich ,,gedanklich setzen*
konnen; Studierende miissen in der Lage sein, zu kritischen Fragen rechtzeitig Riicksprache zu neh-
men (so z.B. zu wichtigen Lernvoraussetzungen, Begriffen, Bezeichnungen, u.s.w.).

1.8 Unterrichtsbeobachtung und -Analyse

Die Schulpraxis-Veranstaltung hat nicht nur das Ziel, eigenes selbstindiges Unterrichten konkret zu
iben, sondern auch (fiir die jeweils nicht Unterrichtenden), gehaltenen Unterricht kompetent beur-
teilen und analysieren zu lernen. Hierzu gehort insbesondere die Entwicklung einer spezifischen
Sensibilitit flir ,,ungewohnliche* Schiilerbeitrdge im weitesten Sinne. Solche Beitrage sind oft her-
vorragend geeignet, den Unterricht zu befruchten und ihm eine spontane Wendung zu geben. Der-
artige ,,Chancen® nutzen zu lernen, eine Sensibilitit fiir solche Situationen zu entwickeln — dies ist
auch ein wichtiges Ziel der Schulpraxis-Veranstaltung.

Aufgabe der nicht unterrichtenden Teilnehmer der Praxisgruppe ist es also, den Unterricht aktiv zu
verfolgen durch das Fiihren schriftlicher Protokollnotizen, durch kritisch-konstruktive Analyse des
Unterrichtsverlaufs, durch Bestandsaufnahme iiber den ,,Ertrag™ der Stunde. Dabei ist im Sinne des
vorigen Abschnitts auf Besonderheiten (z.B. aullergewohnliche Schiilerbeitrdge) zu achten, die den
Unterrichtsverlauf wesentlich gepragt haben.

Eine Bemerkung zu einer hiufig zu beobachtenden Fehleinschitzung: Wenn einmal eine Stunde
vollig scheitert, dann wird vom Unterrichtenden fast regelméBig als Grund genannt ,,Es war fiir die
Schiiler zu schwer®. ErfahrungsgeméB trifft diese ,,Analyse* jedoch fast nie zu. Die Ursachen liegen
dagegen meist in der fehlenden Flexibilitit des Unterrichtenden sowie in Kommunikationsprob-
lemen.
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3

3.1

Zitate ausgewdahlter Quellen zu den Themen:
Allgemeine Lernziele, Bildungsziele,
Didaktische Analyse

H. Winter: Allgemeine Lernziele (,,Bildungsziele®)
fiir den Mathematikunterricht?

Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZdM), 3, 1975, 106-116

(L1) Der Unterricht soll den Schiilern Mdoglichkeiten geben, schdpferisch titig zu sein.

Beteiligte kognitive und affektive Funktionen:

*
*

* O% K X K K K K K K K X X ¥ ¥

Beobachten;

bewuBtes Suchen nach GesetzméBigkeiten, Symmetrien, Gestalten, Invarianten in einer Vieler-
lei von Erscheinungen;

Konstruieren (Herstellen) von Figuren oder Situationen;
Schematisieren einer komplexen Situation;
Klassifizieren;

Anordnen;

Aufsuchen von Entsprechungen (Analogisieren);
Verallgemeinern;

Spezialisieren;

Umstrukturieren;

Entwerfen und Verwerfen;

Vermuten und Priifen;

Formulieren und Umformulieren;

Variieren;

Bedenken von Alternativen;

Zerlegen und Zusammensetzen;

Kombinieren und Trennen

(L2) Der Unterricht soll dem Schiiler Moglichkeiten geben, rationale Argumentation zu iiben.

%

LR R

* %

Begriffe abgrenzen (Definieren) durch Realhinweise, durch Aufzéhlen von Beispielen und Ge-
genbeispielen, durch Angabe von Oberbegriffen (genus proximum) und charakteristische
Eigenschaften (differentia specifica);

Begriffe miteinander vergleichen (z.B. konstant — monoton — beschrankt — konvergent bei Zah-
lenfolgen);

Losungswege (Konstruktionswege) analysieren;

Losungen testen und kontrollieren;

Kontext beachten;

Behauptungen anzweifeln;

Sitze analysieren (Existenzsétze, Allsdtze, notwendige, hinreichende Kriterien, Diskussion der
Voraussetzungen, ...);

Beispiele fiir Sdtze angeben und mit ihnen Sitze testen;

logische Abhingigkeit zwischen Sitzen iiberpriifen;

*  Sitze beweisen;
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* ¥ ¥ ¥ *

Beweise zergliedern und auf Vollstandigkeit iiberpriifen;
Fallunterscheidungen treffen;

Satzhierarchien zusammenstellen (lokales Ordnen), Systematisieren;
Axiomatisieren;

Scheinbeweise entlarven

(L3) Der Unterricht soll dem Schiiler Moglichkeiten geben, die praktische Nutzbarkeit der Mathe-
matik zu erfahren (... Situationen der Wirklichkeit zu mathematisieren)

¥ ¥ ¥ ¥

* ¥ K X ¥ X ¥

Beobachten und Beschreiben von Wirklichkeitsausschnitten;

Schematisieren;

Idealisieren;

Sammeln und Ordnen mathematisch relevanter Daten (Zdhlen, Messen, Schitzen, Tabellieren,
Auflisten, Schaubilder herstellen, ...);

Beschreibung des Zusammenhangs zwischen den Daten;

Auffinden mathematisch sinnvoller Fragestellungen;

Formulierung der Fragestellung in der mathematischen Sprache;

Losen der Fragestellung innerhalb mathematischer Begriffssysteme (Rechnen);
Ausdeutung der Losung;

Typisieren von Wirklichkeitssituationen;

Interpretieren innermathematischer Aussagen

(L4) Der Mathematikunterricht soll dem Schiiler Moglichkeiten geben, formale Fertigkeiten zu er-
werben.

Es geht hier ... um die Forderung des algorithmischen, kalkiilhaften Moments mathematischen Ar-

* %

* ¥ X %

* % ¥ %

beitens ...

Unterscheiden von Zeichen und Bezeichnetem, von ,,Wort“ und ,,Gegenstand*;

Unterscheiden von Aussagen liber das Zeichen, von Aussagen iiber das Bezeichnete (Metaspra-
che, Objektsprache);

Artikulation der Beziehung zwischen Gegenstandsbereich und Sprachbereich;

Ubertragen von Sachverhalten des Gegenstandsbereiches in den Zeichenbereich (,,Codieren*);
Ausdeuten von sprachlichen Gebilden (,,Decodieren®);

Handhaben von vorgegebenen Syntaxregeln (zum Erzeugen oder Transformieren von Zeichen
oder Zeichenreihen), speziell Handhaben von Variablen, Termen, Gleichungen,;

Aufbau von Algorithmen zu geeigneten inhaltlich vorgegebenen Fragestellungen;

Ausfiihren algorithmischer Prozesse und Riickinterpretation der Losungen;

formales Ableiten;

Erfahrungen zur Grenze algorithmischer Vorgehensweisen

.. Algorithmen sichern gewisse Gedankenginge ein fiir alle Male ab und entlasten den Geist zu-

gunsten produktiven Denkens ...
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3.2

H. Bigalke: Zur ,,gesellschaftlichen Relevanz* der Mathematik
im Schulunterricht

— Aufgaben und Ziele des Mathematikunterrichts —
Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM), Heft 1, 1976, 25-34

... Unter diesen Voraussetzungen und Aspekten konnen die Erziehungsziele, die Aufgaben und Ziele
der Bildungsaktivitidten in unserer heutigen Gesellschaft etwa folgendermaflen formuliert werden:

1.

Erziehung zur Féhigkeit, als unabhingiges Individuum mit sozialer Sensibilitdt in einer plurali-
stischen Gesellschaft mit pluralistischen Wertvorstellungen zu leben.

. Erziehung zur Kommunikationsbereitschaft und Kooperationsfahigkeit und zur aktiven Forde-

rung eines konstruktiven Kommunikationsstiles.

. Erziehung zur Bereitschaft und Befdhigung zur Mitbestimmung und Mitverantwortung in der

Gesellschaft.

. Erziehung fiir ein Leben, in dem eine eintragliche Stellung und Erholung (im alten Sinne) im-

mer mehr an Bedeutung verlieren werden und in dem ,,Arbeit” zunehmend den Charakter von
Selbstverwirklichung annehmen wird.

. Erziehung zur Innovationsbereitschaft und Bereitstellung der Grundlagen fiir die Féhigkeit zum

Umlernen.

. Erziehung zum Verstindnis fiir die Bedeutung der Aufrechterhaltung des Gleichgewichts zwi-

schen O0kologischen Systemen und Technologie und zum entsprechenden Verantwortungsbe-
wuBtsein.

. Erziehung zu wissenschaftlicher Intelligenz: Entwicklung von Fahigkeiten, sich der Wissen-

schaft zu bedienen und mit der Wissenschaftsexplosion und dem sich stindig dndernden Stand
der Wissenschaften fertig zu werden.

. Erziehung zu technologischer Intelligenz: Entwicklung von Féhigkeiten, Technologien bereit-

zustellen und unter Kontrolle zu halten und mit der stindigen Erweiterung des Anwendungsbe-
reichs von Technologie und ihrem EinfluB} auf soziale Institutionen und Wertsysteme fertig zu
werden.

. Entwicklung von Fahigkeiten zur Verarbeitung vielfdltiger Informationen auf allen Gebieten

des Medienangebots.

... Unter diesen Aspekten kann die Bedeutung der Mathematik fiir den Schulunterricht in folgender
Hinsicht gesehen werden:

l.

Mathematik als Inbegriff eines besonderen Typs von Wissenschaft und als Prototyp fiir viele
moderne Wissenschaften.

2. Mathematik als Hilfswissenschaft fiir viele andere Wissenschaften und als Hilfe fiir den Alltag.

. Mathematik als Lieferant von transferierbaren Methoden, Denkweisen und Erkenntnissen fiir

das ,tigliche Leben®.

. Mathematik als Gegenstand &sthetischer Betétigung.
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Allgemeine Aufgaben und Ziele des Mathematikunterrichts sind (nach Bigalke):

1.

Nk LD

Forderung des wissenschaftlichen Denkens und Arbeitens

Forderung des logischen Denkens

Forderung der Bereitschaft und der Féhigkeit zum Argumentieren, Kritisieren und Urteilen
Forderung geistiger Initiative, Phantasie und Kreativitdt

Forderung des Anschauungsvermdgens

Forderung der sprachlichen Ausdrucksfahigkeit

Forderung der Fihigkeit, Mathematik anwenden zu kénnen

Vermittlung bestimmter, ndher festzulegender Inhalte der Mathematik — das sind Fakten, Me-
thoden, Darstellungsweisen — in einer den Forderungen 1. bis 7. entsprechenden Weise
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3.3 H. W. Heymann: Allgemeinbildender Mathematikunterricht
— was konnte das sein?
mathematik lehren, Heft 33 (1988), 4-9

... Ob Allgemeinbildung in unseren Schulen gelingt, entscheidet sich im Fachunterricht ...

Vorbereitung auf zukiinftige Lebenssituationen

Eine unumstrittene Aufgabe allgemeinbildender Schulen ist die Vorbereitung der Heranwachsenden
auf ihr Leben als Erwachsene. ... Allgemeinbildende Schulen sollen Qualifikationen vermitteln,

(a)die zur Bewiltigung realer und auf absehbare Zeit in unserer Gesellschaft verbreiteter Lebens-
situationen beitragen;
(b) die nicht auf die Ausilibung eines bestimmten Berufs hin ausgerichtet sind;

(c) von denen anzunehmen ist, da3 sie nicht gleichsam automatisch, nebenher von jedem Heran-
wachsenden auch ohne systematischen Unterricht erworben werden;

(d) die sich nicht ohne weiteres im Rahmen zeitlich begrenzter Spezialkurse erwerben lassen (Bei-
spiel: Autofahren)

Stiftung kultureller Kohdrenz

Die Tradierung kulturspezifischer Errungenschaften (von alltiglichen Umgangsformen, Wertvorstel-
lungen bis hin zu kiinstlerischen und wissenschaftlichen Hervorbringungen hochsten Anspruchs)
nimmt in den allgemeinbildenden Schulen unserer Gesellschaft einen hohen Rang ein. ...

Aufbau eines Weltbildes

In der Alltagssprache meint ,,gebildet sein“ hdufig dasselbe wie ,,ein differenziertes Weltbild haben*:
Jemand mit dieser Eigenschaft kann den Erscheinungen um sich herum einen Namen geben, vermag
sie zueinander in Beziehung zu setzen. ...

Anleitung zum kritischen Vernunfigebrauch

Die eigene Vernunft kritisch zu gebrauchen heifit, Tatsachenbehauptungen und Werturteile nicht
einfach hinzunehmen, sondern sie — ungeachtet des Autorititsanspruches, mit dem sie vertreten wer-
den — zu hinterfragen, sie auf Unstimmigkeiten zu untersuchen und dabei der Kraft der eigenen Ur-
teilsfahigkeit zu vertrauen. ...

Forderung von Phantasie und Kreativitdt
Durch die Schulkritik aller Zeiten zieht sich der Vorwurf, da3 das Lernen in der Pflichtschule ab-
stumpfe, den Geist verdde, die spontane Phantasie und Kreativitit der Kinder abtéte. ...

Entfaltung eines verantwortlichen Umgangs mit den zu erwerbenden Kompetenzen

Mit der Vorstellung von Bildung als einer Synthese von Unterricht und Erziehung verkniipft sich die
Erwartung, daB sie in eine ethisch begriindete Haltung miinden miisse. ...

Starkung des Schiiler-Ichs

... Verantwortung als soziales und ethisches Prinzip bedarf der Personlichkeit, die sich als Subjekt
begreift, Zivilcourage entwickelt und sich selbst handelnd verwirklicht. ...
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3.4 Wolfgang Klafki: Didaktische Analyse
als Kern der Unterrichtsvorbereitung

in: Klafki, W.: Studien zur Bildungstheorie und Didaktik, Beltz-Studienbuch, Weinheim 1963

und: H. Roth A. Blumenthal: Auswahl — Grundlegende Aufsétze aus der Zeitschrift ,,Die deut-
sche Schule®, S. 5-34

,Eine didaktische Analyse als erster Vorbereitungsschritt richtet sich in ithrem Umfang natiirlich
immer nach dem gewidhlten Thema. Dies kann ebensogut eine sich iiber Monate erstreckende Unter-
richtseinheit wie ein Wochen- oder Stundenthema sein. Die didaktische Analyse ist dabei das Fun-
dament nicht nur der Neueinfiihrung, sondern aller diesem Bildungsinhalt gewidmeten Unterrichts-
bemiihungen. So ist auch die Gestaltung etwa einer Ubungs- oder Wiederholungsstunde — als solche
eine vorwiegend methodische Aufgabe — abhéngig von den Ergebnissen der didaktischen Analyse....

Die didaktische Analyse

Wir konkretisieren die allgemeine Frage nach dem Bildungsgehalt, den die didaktische Analyse
ermitteln soll, indem wir sie in fliinf Grundfragen tibersetzen.

1. Exemplarische Bedeutung

Welchen groferen bzw. welchen allgemeinen Sachzusammenhang vertritt und erschlieft dieser
Inhalt? Welches Urphdnomen oder Grundprinzip, welches Gesetz, Kriterium, Problem, welche Me-
thode, Technik oder Haltung 146t sich in der Auseinandersetzung mit ihm ,,exemplarisch* erfassen?

2. Gegenwartsbedeutung

Welche Bedeutung hat der betreffende Inhalt bzw. die an diesem Thema zu gewinnende Erfahrung,
Erkenntnis, Fahigkeit oder Fertigkeit bereits im geistigen Leben der Kinder, welche Bedeutung sollte
es — vom padagogischen Gesichtspunkt aus gesehen — haben?

3. Zukunfisbedeutung
Worin liegt die Bedeutung des Themas fiir die Zukunft der Kinder?

4. Gegenstandsstruktur

Welches ist die Struktur des (durch die Fragen 1, 2 und 3 in die spezifisch pddagogische Sicht ge-
riickten ) Inhaltes?

5. Zugdnglichkeit

Welches sind die besonderen Fille, Phdanomene, Situationen, Versuche, Personen, Ereignisse, Form-
elemente, in oder an denen die Struktur des jeweiligen Inhalts den Kindern dieser Bildungsstufe,
dieser Klasse interessant, fragwiirdig, zuganglich, begreiflich, ,,anschaulich* werden kann?
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4  Allgemeine methodologische Aspekte und
fachdidaktische Prinzipien des Mathematikunterrichts

Grundprinzipien der Konzeption, Planung, Gestaltung und Durchfiihrung von Mathematik-
unterricht

4.1 Das genetische Prinzip

Es ist eines der wichtigsten, wenn nicht das wichtigste fachdidaktische Prinzip iiberhaupt. Aufgrund
seiner herausragenden Bedeutung und seiner thematischen Nédhe zu historischen Aspekten wird
dieses Thema ausfiihrlicher und im Zusammenhang mit dem Thema Geschichte der Mathematik in
Abschnitt 5 behandelt.

4.2 Das operative Prinzip

Auch das operative Prinzip ist von herausragender Bedeutung fiir das mathematische Lernen und
Arbeiten. Die Grundfrage des operativen Prinzips lautet (vgl. Wittmann: Grundfragen des Mathe-
matikunterrichts):

Was geschieht, wenn ... .

Das operative Prinzip ist eng mit dem experimentierenden Arbeiten verbunden; es ist fundamental
fiir jede mathematisch / naturwissenschaftliche Form des Arbeitens und Problemldsens. Eine typisch
mathematische Variante des operativen Prinzips ist die Parametervariation. Sie ist ein Kernstiick
der mathematischen Modellbildung und steht in ,,Reinform™ im engen Zusammenhang mit dem
Funktionsbegriff in der Mathematik. Schon einen Funktionsgraphen zu untersuchen heif3t, der Frage
,wie verdndert sich der Funktionswert, wenn die unabhéngige Variable z.B. grofer, kleiner, gleich
Null oder negativ wird?* Oft hdngen Funktionen von Koeffizienten bzw. Parametern ab. Einen
besonders einfachen, schultypischen Fall stellt z.B. die Diskussion der quadratischen Funktion

f(x)=a- 2 +bhox+ ¢) dar. Hier stellt sich z.B. unmittelbar die Frage: Wie verdndert sich der

Funktionsgraph, wenn sich die Parameter a, b und ¢ verdndern?

Moderner Computersoftware (Simulationssoftware, Tabellenkalkulation, ...) liegt das operative
Prinzip oft explizit oder implizit zugrunde. Die Nutzung des Computers und seiner Software als
Werkzeug in mathematischen Problemldseprozessen erdffnet hervorragende (aus der Geschichte der
Mathematik vo6llig unbekannte) Chancen und Mdglichkeiten, das experimentelle Arbeitsformen
fordern. In der englischen Sprache wird die Tabellenkalkulations-Software zum Teil auch als ,, what
— if — software” bezeichnet. In der Geometrie eroffnen Dynamische-Geometrie-Systeme (DGS)
neue Dimensionen des operativ-experimentellen Arbeitens.

Eine Detailstudie: Diskussion des operativen Prinzips am Beispiel des Themas ,, Prozentrechnung “

Im folgenden sei in Anlehnung an [Diirr / Ziegenbalg, S. 302] eine kleine Detailstudie zum opera-
tiven Prinzip in Verbindung mit dem funktionalen Denken im Zusammenhang mit dem Standard-
thema ,,Prozentrechnung® gegeben. In traditioneller Betrachtungsweise geht man hiufig von der
Formel

Prozentwert Pw

Prozentsatz= ——  abgekiirzt: Ps=—
Grundwert g Gw
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aus. In dieser Formel treten drei Grof3en (Variable) auf. Sind zwei GroBen vorgegeben, so 146t sich
daraus jeweils die dritte Grofle berechnen. Daraus ergeben sich (rein kombinatorisch) drei Aufga-
bentypen, die drei ,traditionellen* Grundaufgaben der Prozentrechnung.

Aus operativer Sicht ist zundchst einmal der situative Kontext zu erweitern. Man betrachtet drei
Grofen, z.B. beim Einkauf den Nettopreis einer Ware, die Mehrwertsteuer (als Geldbetrag) und den
Mehrwertsteuersatz. Diese Groflen stehen (als Spezialfall der obigen allgemeineren Gleichung) in
folgendem Zusammenhang

Mehrwertsteuer
Mehrwertsteuersatz =

Nettopreis

Aus funktionaler Sicht liegt nun die folgende Betrachtungswiese nahe. Die Nettopreise verschie-
dener Waren seien z.B. 10,00 EUR; 30,00 EUR; 50,00 EUR; 100,00 EUR; 150,00 EUR; 200,00
EUR; 300,00 EUR. Wie groB} ist jeweils die Mehrwertsteuer? (Der Mehrwertsteuersatz liegt fest;
z.Zt. bei 16 %). Bei festem Mehrwertsteuersatz kann die Mehrwertsteuer als Funktion des Netto-
preises angesehen werden.

Eine (aus historischer Sicht gesehen) neuartige Klasse von Werkzeugen zur Behandlung dieser
Fragestellung sind die Tabellenkalkulationssysteme (engl. spreadsheet software). Sie eignen sich
hervorragend dazu, vernetzte tabellenartige Modelle aufzubauen und in Graphiken umzusetzen.

Das folgende Diagramm zeigt eine solche Darstellung; die dynamische Qualitdt der Tabellenkal-
kulationssysteme ist auf diese Weise allerdings nicht, oder nur in stark eingeschrinkter Form, ver-
mittelbar.

Mehwerts teuers atz 16%

Nettobetrag ~ Mehrwertsteuer

(in EUR) (in EUR)
10,00 1,60
30,00 4,80
50,00 8,00

100,00 16,00
150,00 24,00
200,00 32,00
300,00 48,00

Die Tabelle fordert geradezu zur graphischen Darstellung auf.

50,00
45,00 T
40,00 +
35,00
30,00
25,00 +
20,00 +
15,00 +
10,00 +
5,00
0,00

0,00 50,00 100,00 150,00 200,00 250,00 300,00
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Jede der drei GroBen hat bei dieser funktionalen Betrachtungsweise eine eigene Bedeutung:

Grolle Bedeutung in der Graphik
Nettopreis unabhéngige Variable x-Achse
Mehrwertsteuer abhingige Variable y-Achse
Mehrwertsteuersatz konstante Grof3e hier: Steigung

Aus dieser Sicht kommen wir in natiirlicher Weise zu sechs Grundaufgaben: Rein formal kann jede
der drei Grofen als Konstante und jede der beiden verbleibenden Gréfen in der Rolle der unabhéngi-
gen Variablen auftreten. Die dritte Grof3e ist dann jeweils die abhédngige Variable. Dies ergibt insge-
samt sechs Fille.

Es ist reizvoll, der Frage nachzugehen, ob jeder dieser zundchst formal aufgestellten Moglichkeiten
auch eine reale, plausible Anwendungssituation zugeordnet werden kann. Dal} dies durchaus mog-
lich ist, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Konstante unabhangige abhéangige
Variable Variable

$ i

1: Nettopreis aus
Mehrwertsteuer

Grundwert 2: Lohnerhdhung rein linear

Prozentsatz
P 3: Kreditauftnahme:
rozentsatz .
Tilgungsbetrag vorgegeben
Prozentwert
Grundwert 4: Spendensituation:
Jeder spendet 20,00 EUR
Grundwert

5: Dénischer
Sommerschluflverkauf

Prozentsatz

Prozentwert 6: Lohnerhohung:

ausschlieBlich Sockelbetrag
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Interpretationen

Zu 1: Nettopreis aus Mehrwertsteuer

Szenario: Auf einem Kassenzettel ist der Nettopreis verschmutzt; der Mehrwertsteuerbetrag ist
lesbar. Wie berechnet sich der Nettopreis aus der Mehrwertsteuer?

Prozentwert ) .. . Mehrwertsteuer
Grundwert = ——— im Beispiel: Nettopreis =
Prozentsatz Mehrwertsteuersatz

Mehrwerts teuersatz 16%
500,00 £
Mehrwertsteuer Nettobetrag
400,00 +
10,00 62,50 300,00 |
20,00 125,00
30,00 187,50 200,00 +
40,00 250,00
50,00 312,50 100,00 ¢
60,00 375,00 0.00 ; ; ; ;
70,00 437,50 0,00 20,00 40,00 60,00 80,00
80,00 500,00

2. Lohnerhohung — rein linear

Szenario: Eine rein lineare Lohnerhohung wird zwischen den Tarifpartnern ausgehandelt. Der Satz
der Erhohung betragt 2,75 %. Um welchen Betrag steigt das Gehalt?

Prozentwert = Grundwertwert - Pr ozentsatz

im Beispiel: Gehaltssteigerung = Gehalt - Erhohungssatz

Satz der Lohnerhohung: 2,75%
120,00
Gehalt Erhohung
100,00
1000,00 27,50 80,00 |
1500,00 41,25 60.00
2000,00 55,00 ’
2500,00 68,75 40,00 +
3000,00 82,50 20,00 +
3500,00 96,25
4000,00 110,00 07000 00 1006 00 2006 00 3006 00 4006 00 5000,00
4500,00 123,75 ’ ’ ’ ’ ’ ’
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3. Kreditaufnahme bei vorgegebenem Tilgungsbetrag

Szenario: Herr Héberle muss fiir den Kauf eines Reihenhauses einen Kredit aufnehmen. Er kann pro
Jahr maximal 9.000 EUR fiir die Zinsen eriibrigen. FEine kleine Umfrage bei potentiellen
Kreditgebern ergibt, dass sich die Kreditzinsen deutlich unterscheiden.

Was ist bei vorgegebenem Prozentwert (9.000 EUR) in Abhingigkeit vom Zinssatz die jeweilige
maximale Kredithohe?

Grundwert = Prozentwert im Beispiel: Kreditbetrag = Jahreszinsen
Prozentsatz Zinssatz
Jahreszinsen: 9.000,00
Zinssatz Kreditbetrag 250.000,00
(in %)
4,00 225.000,00
4,20 214.285,71 200.000,00
4,40 204.545,45
4,60 195.652,17
4,80 187.500,00 150.000,00 +
5,00 180.000,00
5,20 173.076,92
5,40 166.666,67 100.000,00 |
5,60 160.714,29
5,80 155.172,41
6,00 150.000,00 50.000.00 1
6,20 145.161,29
6,40 140.625,00
6,60 136.363,64 0.00 } } }
6,30 132.352,04 ’ 3,50 4,50 5,50 6,50 7,50
7,00 128.571,43

-33-



4. Spendensituation: Jeder spendet denselben Betrag

Szenario: Bei einer Spendenaktion in der Klasse 6b spendet jeder Schiiler (unabhéngig von der Hohe
seines Taschengeldes) 3 EUR. Was macht dies prozentual bei unterschiedlichem Taschengeld aus?

Prozentsatz = Prozentwert im Beispiel: ~ prozentualer Anteil = Spendenbetrag
Grundwert Taschengeld
Spendenbetrag: 3,00
1400,00%
Taschengeld Anteil 1200.00% L
(in %) ’

25,00 12,00 1000,00%

30,00 10,00 800,00%

32,50 9,23 600.00% L

35,00 8,57 .

37,50 8,00 400,00%

40,00 7,50 200,00% +

45,00 6,67 0,00% ‘ |

20,00 30,00 40,00

5. Ddnischer Sommerschlussverkauf (ist real passiert!)

Szenario: Ein Bekleidungsgeschift in Dédnemark annonciert: In der Woche des Sommerschluss-
verkaufs werden alle Waren wie folgt verbilligt: Am Montag: um 10 %, am Dienstag um 20 %, am
Mittwoch um 30 %, am Donnerstag um 40 %, am Freitag um 50 %. Am Sonnabend ist Inventur.
Frau Hansen hat ein Auge auf ein bestimmtes Kleid geworfen; sein Preis betrdgt vor dem Schluss-
verkauf 150,00 EUR. Um welchen Betrag verbilligt sich das Kleid an den Tagen des Schlussver-
kaufs?

Prozentwert = Grundwertwert - Pr ozentsatz

Verbilligung = Grundpreis - Rabattsatz

Preis des Kleides: 150,00
80,00

Tag Rabatt| Verbilligung 70,00 ¢

o 60,00 +

(in %) 50,00 |
Montag 10,00 15,00 40.00 1
Dienstag 20,00 30,00 30,00 |
Mittwoch 30,00 45,00 20,00 +
Donnerstag 40,00 60,00 10,00 +
Freitag 50,00 75,00 0,00 ‘ |

0,00 20,00 40,00 60,00

6. Lohnerhohung ausschlieflich durch einen Sockelbetrag
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Szenario: Als Lohnerh6hung wird ein reiner Sockelbetrag von 120,00 EUR vereinbart. Was
bedeutet dies bei den verschiedenen Gehaltsstufen prozentual?

Prozentwert ) . Erhohungsbetra
Prozentsatz = —— im Beispiel:  Prozentsatz = S £
Grundwert Gehalt
Lohnerhéhung 120,00
(in EUR) 8,00
Gehalt Prozentsatz 7,00 +
(in %) 6,00 +
1500,00 8,00 5,00 +
2000,00 6,00 4.00 |
2500,00 4,80 300 1
3000,00 4,00 200 |
3500,00 3,43 oo |
4000,00 3,00 ’
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4500,00 2,67 0,00 1000,00 2000,00 3000,00 4000,00 5000,00 6000,00
5000,00 2,40 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
5500,00 2,18

Ausblick

Die Nutzung von Tabellenkalkulationssystemen liefert eine praktisch unbeschrinkte Fiille weiterer
lebensnaher Beispiele zur Umsetzung des operativen Prinzips.

Sachanalytischer Kontext

Funktion, Funktionsgraph, proportionale Funktion (Proportionalitit), antiproportionale Funktion
(Antiproportionalitét), Quotientengleichheit, Produktgleichheit, mathematische Modellbildung

Ergdnzende Literaturhinweise:

R. Diirr / J. Ziegenbalg: Dynamische Prozesse und ihre Mathematisierung durch Differenzen-
gleichungen; Ferdinand Schoningh Verlag, Paderborn 1984, Titel der zweiten Auflage: "Mathematik
fiir Computeranwendungen"; Ferdinand Schoningh Verlag, Paderborn 1989

J. Ziegenbalg: Das operative Prinzip und der Computer; in ,,Mit Kindern auf dem Weg zur Mathe-
matik*; Auer Verlag, Donauworth 2004
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4.3 Die Methode des paradigmatischen Vorgehens
Literaturhinweise: Kirsch, Freudenthal, Wittmann

Mathematik und Mathematikunterricht haben es mit Erkenntnisgewinnung zu tun. Mathematische
Sétze, in der Schule oft als ,,Regeln* formuliert, sind substantieller Bestandteil dieser Erkenntnisse.
Auch Kenntnisse iiber mathematische Methoden und Verfahren (Algorithmen) und ihre werkzeug-
artige Verwendung gehoren dazu. Die Mathematik steht deshalb in enger Verbindung zur Philo-
sophie, insbesondere zur Wissenschafts- und Erkenntnistheorie. Ein Charakteristikum mathema-
tischer Erkenntnisse ist, da3 sie in der Regel in groBer Allgemeinheit formuliert sind. Der Objekt-
bereich, auf den sie sich erstrecken, enthdlt meist unendlich viele Elemente. So erstreckt sich der
Giltigkeitsbereich des Satzes des Pythagoras auf unendlich viele rechtwinklige Dreiecke.

Dariiber hinaus hat die Mathematik im Laufe der Jahrtausende eine bestimmte Begriindungsform
entwickelt: den mathematischen Beweis. Ausgehend von bestimmten Anfangsannahmen (Spiel-
regeln, Axiomen, ...) werden unter Anwendung logischer SchluBiregeln Folgerungen aus den Axio-
men gezogen und als mathematische Sétze formuliert. Die Methode ist die rein formale Ableitung.
Dies unterscheidet die Mathematik von den empirischen Wissenschaften, die zu ihren Ergebnissen
aus einer Mischung von Erfahrung und punktueller formaler Ableitung gelangen.

Die empirische Methode spielt zwar im Bereiche der Heuristik (insbesondere im Zusammenhang mit
dem Aufstellen von Vermutungen und Hypothesen) eine unverzichtbare Rolle; sie liefert aber keine
endgiltigen Beweise mathematischer Siatze. Die Methode des formalen mathematischen Beweisens
und der damit verbundene vergleichsweise hohe Grad an Beweis-Sicherheit bringen es mit sich, daf3
so gewonnene Ergebnisse einen zeitlich unbegrenzten Bestand haben. Der Satz von Euklid iiber die
,uUnendlichkeit der Primzahlmenge®, formuliert im dritten Jahrhundert v.Chr., hat seine Giiltigkeit in
den darauffolgenden Jahrtausenden nie verloren und wird es auch in Zukunft nicht tun.
Entsprechendes gilt fiir andere Sitze aus der griechischen Antike (Satz des Thales, Satz des
Pythagoras, ...).

Mit empirisch gewonnenen Erkenntnissen ist dies anders. So schienen etwa Sitze wie ,,Alle
Schwine sind weil}*, ,,Die Erde ist eine Scheibe® oder ,,Die Sonne dreht sich um die Erde* auf der
Basis der empirischen Begriindung (der konkreten Beobachtung) zunichst korrekt zu sein; durch das
Auftreten von Gegenbeispielen oder anderer empirischer Beobachtungen wurden sie aber spéter
falsifiziert. In der Physik wurden z.B. die durch I. Newton (1643—1727) formulierten Gesetze der
Mechanik spiter im Rahmen der Relativitdtstheorie von A. Einstein (1879-1955), wenn nicht als
falsch, so doch als modifikations- b.z.w. ergdnzungsbediirftig erkannt.

Die Sicherheit und Allgemeingiiltigkeit mathematischer Erkenntnisse hat aber auch ihren Preis: ma-
thematische Beweise sind in der Regel vergleichsweise abstrakt und nur unter Verwendung bestimm-
ter formaler Sprachelemente (Quantoren und Variable) moglich. Diese formalen Sprachelemente
stehen im Unterricht aber oft noch nicht zu dem Zeitpunkt zur Verfiigung, wo die entsprechenden
mathematischen Inhalte behandelt werden.

Hieraus ergibt sich ein Dilemma. Der allgemeingiiltige Charakter einer bestimmten Begriindung ist
zu vermitteln, ohne dal3 alle Techniken und Sprachelemente zur Formulierung eines formalen
Beweises bei den Lernenden entwickelt sind.

Einen Ausweg aus diesem Dilemma liefert die Methode des paradigmatischen Beweisens, die zwar
schon immer implizit praktiziert aber erst in den letzten Jahren explizit bewulit gemacht worden ist.

Im folgenden seien einige Charakteristika des paradigmatischen Begriindens dargelegt. Zunichst eine
Vorbemerkung zur Etymologie: der Begriff ,,paradigma® kommt aus der griechischen Sprache und
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bedeutet soviel wie ,,Beispiel” oder ,,Muster; ,,paradigmatisch* heif}t also etwa ,,von muster giilti-
gem, modellhaftem Charakter.

Eine padadigmatische Begriindung ist also eine Begriindung anhand eines Beispiels — im strengen
erkenntnistheoretischen Sinne also kein Beweis fiir eine allgemeingiiltige Aussage. Dennoch haben
paradigmatische Begriindungen fiir das Erlernen von Mathematik eine auBerordentlich grofe
Bedeutung.

Die Methode des paradigmatischen Vorgehens tritt in verschiedenartigen Situationen auf:

e Paradigmatische Beispiele dienen der Einfiihrung und Erlduterung eines neuartigen Konzepts
anhand ,,griffiger®, typischer Situationen. Abstrakte Begriffe sind wenig zugénglich. Sie miis-
sen durch geeignete Beispiele motiviert, plausibel gemacht und untermauert werden.

* Benzinkosten in Abhéngigkeit von getankter Menge als Beispiel fiir lineare Abbildungen
*  Zinseszins-Sparbuch als Beispiel fiir geometrische Folgen und geometrisches Wachstum
*  Symmetrieabbildungen des Dreiecks (Diedergruppe) als Beispiel fiir endliche Gruppen

* Matrizenring als Beispiel fiir allgemeinen Ring

e paradigmatische Veranschaulichungen

* geometrische Veranschaulichungen fiir arithmetische Grundoperationen

0000
ErEEN X X X |
0000

* Figurierte Zahlen (vgl. Diirr / Ziegenbalg 1989)

Dreieckszahlen:
A
1 3 6 10 15

Viereckszahlen (Quadratzahlen):
¢ ot 53 @ t
1 4 9 16 25
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Fiinfeckszahlen (Pentagonalzahlen):

o E

35
Sechseckszahlen (Hexagonalzahlen):
e, @ @
1 6 15 28 45
Siebeneckszahlen (Septagonalzahlen):
L) @
1 7 18 34 55

Achteckszahlen (Octagonalzahlen):

ot o
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Réaumlicher Aufbau: Tetraederzahlen

Das Arbeiten mit figurierten Zahlen stellte bereits in der griechischen Antike (Pythagoras
von Samos, ca. 580-500 v.Chr.) eine wichtige Quelle der Inspiration fiir die Entdeckung
und Begriindung mathematischer GesetzmaBigkeiten (und ,,Formeln*) dar.

* Teilerdiagramme, Operatordiagramme
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e paradigmatische Begriindungen (,,paradigmatische Beweise®)

* Begriindung der Grundgesetze des arithmetischen Rechnens (Addition, Multiplikation, Divi-
sion mit Rest) anhand geometrischer Veranschaulichungen

Beispiel: Paradigmatische Begriindung fiir das Kommutativgesetz der Multiplikation natiir-
licher Zahlen
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3%4 = 4%3

* Besonders auch im Zusammenhang mit dem Beweisverfahren der vollstindigen Induktion
werden oft paradigmatische Begriindungen herangezogen (,,kleiner Gauss® ...).

Problem: Was ist

1+2+3+4+5
oder 14+2+3+4+5+6+7+8+9+10
oder 1+2+3+ ... +157

Graphische Deutung:
6
1+2+3+4+5
5%6
ist das Doppelte
Also: 1+2+3+4+5=%
(n+1
und allgemein: 1+2+ ...+n= %

* An dieser Stelle sei auch noch einmal an das in Abschnitt 1.4 (Sachanalyse) behandelte
Beispiel der binomischen Formel erinnert.

Eigenschaften paradigmatischer Beweise bzw. Begriindungen:

e Paradigmatische Beweise sind zwar zunéchst beispielgebunden, aber nicht in dem Sinne, daf}
sie nur eine simple empirische Bestitigung des zu beweisenden Sachverhalts darstellen.
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Die Ubertragbarkeit des Beispiels auf andere Beispiele (Konstellationen, Konfigurationen, Si-
tuationen, ...) muf} deutlich erkennbar (,,augenfillig*) sein.

Durch die paradigmatische Begriindung sollte eine allgemeine Begriindungsstrategie fiir den zu
beweisenden Sachverhalt vermittelt werden.

Meist sind paradigmatische Begriindungen mit irgendeiner Form der Veranschaulichung, der
geometrischen Deutung des Sachverhalts, der Schematisierung durch Diagramme, Graphen
oder Tabellen verbunden.

Paradigmatische Begriindungen sind aber nicht zu verwechseln mit

unzuldnglicher Begriindung (,,nur fiir Kinder*, Kindertiimelei)
nur experimenteller Verifikation

nur anschaulicher Begriindung

unvollstandiger Induktion anhand einiger Sonderfille

nur plausibler Begriindung

Begriindungsmuster und Argumente, die sich im Rahmen der weiteren Entwicklung des Mathema-
tikunterrichts als fragwiirdig, falsch oder ungiiltig herausstellen werden, sind zu vermeiden. Die in
der folgenden Graphik angegebene rein abzdhlende Begriindung fiir den Satz des Pythagoras kann
nicht als paradigmatisch bezeichnet werden, da sie an die konkreten Zahlenwerte gebunden ist. Eine
Ubertragbarkeit der Begriindung, z.B. auf andere ganzzahlige oder gar auf nicht-ganzzahlige Seiten-
langen ist nicht erkennbar.

16

25
25=9+16
52 =32 442
2 =a?+p?

Auch die in Abschnitt 1.5 zitierte Begriindung fiir die Fliche des Kreisausschnitts kann nicht als
paradigmatisch angesehen werden.
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4.4 Das Permanenzprinzip (nach Hermann Hankel, 1839-1873)
Permanenzreihen

Beauty is the first test: there is no permanent place in the world for ugly mathe-
matics.
G. H. Hardy, englischer Mathematiker 1877—-1947

Das Permanenzprinzip von Hankel kommt in sehr vielen konkreten, inhaltlichen Zusammenhingen
zur Anwendung; es ist eine wichtige globale Leitlinie fiir die Formulierung von Begriffen und
Definitionen sowie flir das Begriinden von mathematischen Regeln und Sétzen.

Die Ausgangssituation ist in der Regel von der folgenden Art: In einem bestimmten Gegenstands-
bereich, etwa dem der natiirlichen Zahlen, entwickelten sich im Laufe der Zeit gewisse Begriffe, Ver-
fahren und Bezeichnungsweisen, etwa der des Potenzierens:

an:za-a- et a
%/—/
n Faktoren

Oft sind diese Begriffe mit ,,schonen mathematischen Sitzen verbunden. Ein besonders schoner
Satz ist das Potenzgesetz

ak . q" = q*tm (POT)
Die Begriindung fiir dieses Gesetz liegt auf der Hand:
a“-a" = (@-a- ..-a)- (@aa- .. -a)
%/—/ %’—/
k Faktoren n Faktoren
= a-a- ...-a - a-a- ..-a
%/—/ %/—/
k Faktoren n Faktoren
= a-a- -a

k+n Faktoren
a (k+n)

»Schone Gesetze sind oft wieder mit besonderen Anwendungen oder Methoden verbunden; das
Potenzieren und die Potenzgesetze etwa mit dem Vorgang des Logarithmierens, mit den Logarith-
mengesetzen, mit dem Rechenstab, mit logarithmischem Papier, u.s.w. Wichtige Begriffe sind wohl
gerade auch deswegen zu wichtigen Begriffen geworden, weil mit ihnen schone und niitzliche Ergeb-
nisse zu formulieren sind.

Im Laufe der Zeit erweitert sich das mathematische Wissen. Neue Gegenstands- und Objektbereiche
werden entdeckt (oder unter grolen Miihen entwickelt). Man denke etwa an die Entwicklung der
Briiche, der negativen oder der komplexen Zahlen. Dies waren miihevolle Prozesse, die erst im Ver-
laufe von Jahrhunderten zu den heute gebriduchlichen Fassungen dieser Begriffe gefiihrt haben.

Wie auch immer — irgendwann einmal ist dann der neue Gegenstandsbereich, die neue ,,Grund-
menge* da, und sehr bald versucht man dann auch, schon bekannte Operationen auf die Elemente der
neuen Grundmenge anzuwenden. Das obige Potenzgesetz besitzt fiir die Menge natiirlichen Zahlen
N:= {1,2,3,4,5,...} eine natiirliche Interpretation. Ein hypothetisches Unterrichtsgesprich zur Unter-

richtseinheit ,,Potenzen‘ konnte sich vielleicht folgendermaBlen entwickeln:
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Lehrer: Aus der Flachenlehre willt ihr, dall ein Quadrat mit der Seitenldnge 5 m den Fldchen-
inhalt 5m - 5m hat, also 25 gm. Die Zahl 25 ergibt sich aus 5-5; an Stelle von gm wird

auch m* geschrieben.

Welchen Rauminhalt hat ein Wiirfel der Seitenldnge 5 m ?
Schiiler: 125 Kubikmeter
Lehrer: Wie kommst Du zu der 125?
Schiiler: Dreimal die Fiinf.

Lehrer (hat es aufgegeben, von den Schiilern einen vollstindigen Antwortsatz zu verlangen):
Was ist drei mal finf?

Schiiler: 5-5-5 habe ich gemeint.

Lehrer: So ist es richtig. Und fiir Kubikmeter schreibt man auch m’, denn ein Kubikmeter ist
der Rauminhalt von einem Wiirfel mit der Seitenlinge 1 m und sein Rauminhalt berechnet

sichaus 1m - 1m - 1m_ also 1 m- m-m und dafiir schreibt man auch 1 m>.
Man verwendet die ,,hoch*“-Schreibweise auch fiir Zahlen, denn das ist praktisch; also z.B.:
52=5.5
und 53_.5.5.5.
Was ist wohl 54 ?
Schiiler:  5-5-5-5
Lehrer: Und wie geht es weiter?
Er bereitet eine Tabelle an der Tafel vor, die von den Schiilern ausgefiillt wird, etwa mit dem
folgenden Ergebnis:
52 = 5.5
52 = 5.5.5
54 = 5.5.5.5
5 = 5.5.5.5.5
56 = 5.5.5.5.5.5

Lehrer (zeigt auf die 59): Schaut her, die Sechs wird rechts oberhalb von der Fiinf geschrieben —
und etwas kleiner. Man nennt die Sechs auch die Hochzahl und die Zahl 5 die Grundzahl
oder auch die Basis.

Was gibt die Hochzahl also an?
Schiiler: Wie oft man die Basis mit sich selbst multiplizieren muB.

Lehrer: Ich sehe, Thr habt es verstanden. Wir wollen dazu man einen Merksatz aufschreiben.
Aber an Stelle von 5 schreiben wir dabei a und an Stelle von 6 schreiben wir 7.

Merke:

a” ist ein Produkt, bei dem der Faktor @ n-mal mit

sich selbst multipliziert wird.
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Lehrer: Was istalso 5! ?

Schiiler (etwas herablassend): 5

Lehrer: Warum?

Schiiler: Die 5 kommt ja nur einmal als Faktor vor. Es steht also nur die 5 da. Und das ist 5.

Lehrer: Und was ist 50 ?
Schiiler: Null, denn da steht gar kein Faktor da und wenn nichts da steht, ist es Null.

Lehrer: Du hast gar nicht so Unrecht. Aber bei 50 ist das mit den Faktoren anders. Da haben die
Mathematiker einfach festgelegt, daB3 es 1 sein soll; also merkt Euch fiir die Zukunft (doppelt
unterstrichen):

0 1"
501

Warum die Mathematiker das so festgelegt haben, lernt Thr spater. Definieren kann man ja al-
les. Bei ,,hoch Null*“ haben sie es eben so gemacht.

Manche Lehrer vermitteln so den Eindruck, da3 in der Mathematik vieles kiinstlich oder willkiirlich
ist; besonders, was die Begriffe und Definitionen betrifft. Dal} jede Definition in der (Elementar-)
Mathematik einen ganz bestimmten Sinn hat und weit davon ist, willkiirlich zu sein, scheint nicht
zum mathematischen Allgemeinwissen zu gehdren. In einer Vorlesung sagte ich einmal an &hnlicher
Stelle vor Studenten (etwas pauschal), dal3 jede Definition in der Mathematik sinnvoll sei. Ich ern-
tete grofes Geliachter. Daraufhin setzte ich einen Preis aus: Fiir jede nicht sinnvolle Definition, die
mir die Horer vorlegten, wiirde ich 10 DM zahlen. Ich habe bisher noch keine einzige Mark zu
bezahlen brauchen.

Zuriick zum Permanenzprinzip von Hankel: Die Leitidee fiir die Definition von ;0 ist der Wunsch,

dem Potenzgesetz, dessen Giiltigkeit fiir positive ganze Zahlen leicht zu begriinden ist (vgl. POT
weiter oben), weiterhin zur Giiltigkeit zu verhelfen. Denn dieses Gesetz wird sehr oft angewandt
und es wire aullerordentlich ungeschickt, wenn man vor jeder Anwendung erst einmal akribisch
iberpriifen miifite, ob eine der Hochzahlen gleich Null ist oder nicht. Da man also die Freiheit hat,

einen Wert fiir ;0 festzulegen, tut man das so, daB nach Moglichkeit das Potenzgesetz auch fiir die
Hochzahl Null gilt. Soll dies erfiillt sein, so muf} z.B. folgendes gelten:

52.50 =520 _ 52 bzw. allgemeiner

a?.q% =420 — 42 also

Dies ist aber offensichtlich nur moglich, wenn 0 als 1 festgesetzt wird.

Aufgabe:  Begriinden Sie mit Hilfe des Permanenzprinzips die iiblichen Definitionen fiir
a_l, a_z, e, a

Permanenzreihen sind eine spezifische Form des Permanenzprinzips. In Abschnitt 1.5 wurde eine

typische Begriindung fiir die Definition von ,0 anhand eines Permanenzreihenarguments skizziert.

Aufgabe: Begriinden Sie die Regel ,,Minus mal Minus ergibt Plus® mit Hilfe des Permanenzprinzips
und auf der Basis einer Permanenzreihen- Argumentation.
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Ergdnzender Literaturhinweis: Fachdidaktische Prinzipien als Grundlage einer Design Science —
erldutert am Hankelschen Permanenzprinzip; Mathematikdidaktik als design science, Festschrift fiir
Erich Christian Wittmann, Ernst Klett Grundschulverlag GmbH, Leipzig 1999

4.5 Problemhaltigkeit

Der Unterricht sollte stets problemhaltig gestaltet werden. Selbst in reinen Ubungsstunden konnen
gut ausgewihlte Ubungsaufgaben ,,produktiv wirken. Bei der Einfiihrung bestimmter Begriffe (z.B.
des Begriffs ,,Koordinatensystem*) sollte deutlich gemacht werden, daf3 die Begriffe niitzliche Werk-
zeuge sind, die mit bestimmten Methoden des Problemldsens im engen Zusammenhang stehen.
(Literaturhinweis: H. Winter ,,Uben®, mathematik lehren, 1984).

4.6 Vernetztheit / Beziehungshaltigkeit

Das mathematische wie auch das auBermathematische Wissen sollte in vielfiltig vernetzter Form
aufgebaut werden. Dies vermittelt kognitive Stabilitit. Hierzu ein Zitat von Marvin Minsky, in ,,So-
ciety of Mind*:

As scientists we like to make our theories as delicate and fragile as possible. We like to ar-
range things so that if the slightest thing goes wrong, everything will collapse at once!

Why do scientists use such shaky strategies? So that when anything goes wrong, they'll be the
first to notice it. ...

But it isn't good psychology. It's bad the way we let teachers shape our children's mathema-
tics into slender, shaky tower chains instead of robust, cross-connected webs. A chain can
break at any link, a tower can topple at the slightest shove. And that's what happens in a
mathematics class to a child's mind whose attention turns just for a moment to watch a pretty
cloud.

Einen besonders hohen Grad an Beziehungshaltigkeit weist das Thema “Algorithmen / algorith-
misches Problemlosen™ auf, wie in J. Ziegenbalg: Algorithmen - von Hammurapi bis Godel,
Spektrum Akademischer Verlag dargestellt (vgl. Kap. 1, Seite 17 ff). Zum Thema ,,Algorithmen im
Zusammenhang mit Auszéhlungsverfahren nach (Parlaments-) Wahlen vergleiche man Chr.
Stellfeldt: Sitzverteilung aus algorithmischer Sicht, Der Mathematikunterricht (MU), Heft 1, 2-7,
Seelze, 2006

4.7 Authentizitit

Urspriingliche Phdanomene sind an den Anfang und in den Vordergrund zu stellen, nicht blutleere
kiinstliche Konstrukte.

e Authentizitdt der Begriffe und Werkzeuge:
Ein Beispiel: Urspriingliche Phinomene, die etwa zum Thema ,,senkrecht stehen* gehdren,
sind das Lot, das Senkblei, das Falten von Papier (doppelt falten), Hiuserwande, Tischbeine,
Schranktiiren, ... nicht aber das Geodreieck (dessen Niitzlichkeit in spdteren Phasen des Unter-
richts hier nicht bestritten werden soll).

e Geographische Authentizitét:
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Wenn es zum Beispiel um das Thema ,,Steigung einer Strale® geht, dann sollte es nicht eine
StraBe von A nach B sein, sondern (im Raum Karlsruhe) z.B. die Strale von Ettlingen nach
Spessart oder von Malsch nach Freiolsheim.

o Historische Authentizitét:

Damit ist das Einbringen konkreter historischer Ereignisse und Dokumente (auch von Bilddo-
kumenten) in den Unterricht gemeint. Historische Authentizitdt kann viel zur Motivation
beitragen; es ist zugleich ein Element des facherverbindenden Unterrichts. (Man vergleiche
dazu auch die Ausfiihrungen in Abschnitt ,,Geschichte der Mathematik und das genetische
Prinzip®).

4.8 Variation der Veranschaulichung

Mathematische Sachverhalte sind in der Regel hochgradig allgemein. Dieser Umstand hingt eng mit
der universellen Anwendbarkeit mathematischer Theorien zusammen. Es ist deshalb natiirlich, dal3
sich mathematische Sachverhalte auch auf hochst unterschiedliche Weisen deuten und veranschau-
lichen lassen. Veranschaulichung bedeutet dabei nicht nur reine Visualisierung.

Von J. S. Bruner stammt die auch heute noch immer wieder zitierte Klassifikation verschiedener
Représentationsstufen fiir mathematisches Wissen entsprechend der Kategorien
enaktiv (handlungsorientiert)
ikonisch (bildhaft)
symbolisch (also in der Form eines abstrakten, den Bedeutungsgehalt versinnbildlichenden Zei-
chens)

In der Literatur wird die Brunersche Klassifikation gelegentlich auch abkiirzend als das EIS-Prinzip
bezeichnet (verballhornt?)

Erlduterung am Beispiel des Begriffs der Stetigkeit:
enaktiv: stetige Funktionsgraphen oder Kurven lassen sich ,,in einem Zug“ mit dem Bleistift
zeichnen bzw. mit dem Finger nachfahren

ikonisch: typische Bilder von stetigen Funktionen oder Kurven, darunter mindestens eines, das
nicht zugleich auch differenzierbar ist (das also z.B. einen “Knick* hat)

symbolisch: Die Funktion f: R — R heif}t stetig im Punkte @, wenn fiir jede Folge (@;);en
mit L Am (@) =a oo gilt: l_zlifjloo(f(ai)) =f(a)

i=1,..,00 1

4.9 Sonstige fachdidaktische Prinzipien

Die obengenannten didaktischen Prinzipien erscheinen mir als besonders bedeutsam. Eine Fiille wei-
terer didaktischer Prinzipien, wie etwa das Prinzip von der Entzerrung der Schwierigkeiten oder das
(mir eher als fragwiirdig erscheinende) ,,Deep End* - Prinzip finden sich in der fachdidaktischen
Literatur. Einen guten Gesamtiiberblick tliber diese Thematik gibt auch das Buch ,,Grundfragen des
Mathematikunterrichts* von E. Wittmann.
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5 Elemente der Geschichte der Mathematik
1m Mathematikunterricht

5.1 Geschichte der Mathematik — Zielsetzungen

M. Kline (Mathematics in Western Culture): The object of this book is to advance the thesis that
mathematics has been a major force in Western civilization. ... It is even less widely known that
mathematics has determined the direction and content of much philosophic thought, has destroyed
and rebuilt religious doctrines, has supplied substance to economic and political theories, has
fashioned major painting, musical, architectural, and literary styles, has fathered our logic, and has
furnished the best answers we have to fundamental questions about the nature of man and his uni-
verse. ...

B.L. van der Waerden (Erwachende Wissenschaft): ... Wenn demnach unsere abendlidndische Kultur,
im Guten wie im Bdsen, von den exakten Wissenschaften her ihr eigenes Geprége erhalten hat, so ist
die Frage: Wie sind diese Wissenschaften entstanden? eine der aktuellsten und wichtigsten Fragen
der Kulturgeschichte.

Man wird zugeben, dass die meisten Geschichtswerke diese Frage entweder gar nicht oder nur
hochst unbefriedigend beantworten. In welchem Handbuch der griechischen Kulturgeschichte findet
man etwa iiber THEAITETOS und Eupoxos mehr als hdchstens eine ganz kurze Notiz? Und doch
gehoren diese zwei Freunde PLATONS zu den grossten Mathematikern aller Zeiten. Oder, um ein
anderes Beispiel zu nennen, wer ist sich bewusst, dass NEWTON, historisch gesehen, der wichtigste
Mann des 17. Jahrhunderts ist? ...

Man darf die Geschichte der Mathematik nicht von der allgemeinen Kulturgeschichte trennen.
Die Mathematik ist ein Bestandteil des geistigen Lebens, der auf das engste verkniipft ist, nicht nur
mit Astronomie und Mechanik, sondern auch mit Architektur und Technik, mit Philosophie und
sogar mit Religion (PYTHAGORAS!).

H. Winter (Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht): ... Die Orientierung an der Geschichte
entspringt der doppelten Uberzeugung, da man etwas Mathematisches umso besser verstehen kann,
je besser man seine Entdeckungsgeschichte kennt und — noch weitaus wichtiger — daB3 Bildungs-
bemiihungen in der Schule umso weniger der Gefahr naiver und unmiindiger Praxisverhaftung erlie-
gen, je mehr sie mit der Geschichte des menschlichen Geistes in Verbindung stehen. ...

H. Wuping (Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik): ... Uber Produktion, Bildung, Erziehung
und Ideologiebildung beeinflussen heutzutage Mathematik und Naturwissenschaften in hohem Mal3e
und in vielfaltiger Weise die gesellschaftliche Entwicklung von Staaten und Staatengemeinschaften;
in diesem Sinne erhalten die Wissenschaften iiberhaupt — nicht nur Mathematik und Naturwissen-
schaften — eine echt geschichtsbildende welthistorische Funktion. ... Die Zukunft ist sozusagen die
Extrapolation vergangener und gegenwértiger Entwicklungsgidnge. Dieser Aspekt verbindet, wie bei
jeder historischen Wissenschaft, Vergangenheit mit Zukunft und macht Geschichte zu einer gesell-
schaftlich notwendigen Wissenschaft: ...

Seit altersher ist unter Mathematikern ein betridchtliches Mall an Traditionsbewuftsein anzu-
treffen, ein ausgeprégtes Gespiir dafiir, den Vorgéngern Dank zu schulden und verpflichtet zu sein,
deren Werk weiterzufiihren. ... Gerade bedeutende Mathematiker haben auch die Kontinuitit des
inneren Zusammenhanges der Entwicklung der Mathematik klar gesehen und bewuf3t betont, indem
sie in hochst fruchtbarer Weise historische Betrachtungen mit der Darlegung ihrer eigenen Ergeb-

- 48 -



nisse verbanden. ... Man hat in diesem Sinne sogar gesagt, dal keine wissenschaftliche Disziplin
mehr verlieren wiirde als die Mathematik, wenn man sie von ihrer Geschichte trennen wiirde.

Aspekte der Geschichte der Mathematik (WuBing):
— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktivkréfte

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktionsverhéltnisse

— Problemgeschichte, Begriffsgeschichte, innerwissenschaftliche Zusammenhénge
— Beziehungen zur Entwicklung der Naturwissenschaften

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Philosophien und Ideologien

— Geschichte und Einfluf3 wissenschaftlicher Institutionen und Organisationsformen
— Biographisches / — Bibliographisches

5.2 Geschichte der Mathematik und das ,,Genetische Prinzip*
nach M. Wagenschein in ,,Verstehen lehren®; Beltz Verlag, Weinheim 1968

Zum Problem des genetischen Lehrens: Einige Erfahrungen und Uberlegungen méchte ich hier vor-
tragen zugunsten einer Lehrweise und einer Art des Lehrgangs, die man ,,Genetisch® nennen kann.
Vielleicht sollte ich aber gleich deutlicher sagen: genetisch—sokratisch—exemplarisch. Obwohl ich
mich dreier Worte bedienen mul, um vorldufig zu kennzeichnen, was ich meine, so glaube ich doch,
daf} es etwas in sich Einheitliches ist. Wenn man nach einer einzigen Bezeichnung sucht, ist es mit
dem Wort Genetisch am ehesten getroffen. Es ist in dieser Dreiheit fiihrend:

Genetisch:
genetisch——sokratisch——exemplarisch

Es gehort zur Grundbestimmung des Pddagogischen iiberhaupt. Pddagogik hat mit dem Werdenden
zu tun: mit dem werdenden Menschen und — im Unterricht, als Didaktik — mit dem Werden des Wis-
sens in ihm. Die sokratische Methode gehort dazu, weil das Werden, das Erwachen geistiger Krifte,
sich am wirksamsten im Gespréch vollzieht. Das exemplarische Prinzip gehort dazu, weil ein gene-
tisch-sokratisches Verfahren sich auf exemplarische Themenkreise beschranken muf3 und auch kann.
Denn es ist — ich sage nicht ,,zeitraubend* sondern — ,,mufle-fordernd* und deshalb von hohem Wir-
kungsgrad. Und umgekehrt: ein streng exemplarisches Verfahren muf} ,,Genetisch® sein. Denn die
besondere Art ,,Griindlichkeit”, die zu thm gehort, ist erst mit dem Attribut des ,,Genetischen ganz
erreicht. ...

E. Wittmann in ,,Grundfragen des Mathematikunterrichts; Vieweg Verlag, Braunschweig 1976,

Eine Darstellung einer mathematischen Theorie heiflt genetisch, wenn sie an den natiirlichen er-
kenntnistheoretischen Prozessen der Erschaffung und Anwendung von Mathematik ausgerichtet ist.
Entsprechend der Tatsache, daf sich Theorien in den exakten Wissenschaften bei der Untersuchung
von Problemen durch Verfeinerung primitiver Vorformen entwickelten und weiter entwickeln, kann
man eine genetische Darstellung durch folgende Merkmale charakterisieren:
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* Anschluf} an das Vorverstindnis der Adressaten,

* Einbettung der Uberlegungen in groBere ganzheitliche Problemkontexte auBerhalb oder inner-
halb der Mathematik,

* Zuléssigkeit einer informellen Einfiihrung von Begriffen aus dem Kontext heraus,
* Hinfiihrung zu strengen Uberlegungen iiber intuitive und heuristische Ansiitze,
* durchgehende Motivation und Kontinuitét,

* wihrend des Voranschreitens allméhliche Erweiterung des Gesichtskreises und entsprechende
Standpunktverlagerung.

A. I. Wittenberg in ,,Bildung und Mathematik®; Ernst Klett Verlag, Stuttgart 1963:

... Dieser Grundsatz diktiert einen genetischen Unterricht; einen Unterricht, der darin besteht, die
Schiiler gleichsam die Mathematik von Anfang an wieder entdecken zu lassen. Das bedeutet nicht
unbedingt, da3 dieser Unterricht der historischen Entwicklung, mit ihren Zufdllen und Umwegen,
folgen muB3. Aber in sachlicher Hinsicht muf er gleichsam ein Neuentstehen und Neudurchdenken
der Mathematik in jeder Klasse sein, ein frisches und unmittelbares Wiedererleben der Mathematik
durch die Schiiler. ...

H. Schwartze / A. Fricke: Grundrif} des mathematischen Unterrichts; Verlag Ferdinand Kamp, Bo-
chum, 1967 (S. 165 ff):

Das genetische Unterrichtsprinzip besagt in kurzen Worten umschrieben, dafl das Lernen ein Wie-
derentdecken sein soll. ... Einen gewissen Anhalt zum Verstindnis des Begriffes bietet der Name
»genetisch®; seinem griechischen Ursprung entsprechend bedeutet er ,.entstehungs“- bzw. ,ent-
wicklungsgeméf“. Hierdurch wird einmal auf die Geschichte des betreffenden Lehrgegenstandes,
zum anderen das ,,Werden einer Einsicht™ beim Schiiler hingewiesen, also auf einen historischen und
einen psychologischen Prozess, die miteinander zur Deckung kommen sollen. Anders ausgedriickt,
soll sich die Lehrmethode der Forschungsmethode anndhern — selbstverstdndlich in grofen Ziigen. ...

5.3 Das biogenetische Grundgesetz

Der Mensch ist das Ergebnis eines langen Evolutionsprozesses, eines Wechselspiels zwischen Muta-
tion, Kreuzung, Selektion und einer gehdrigen Portion Zufall. Jede ,,Spezies® hat auf diese Weise
eine lange Stammesgeschichte durchlebt; man bezeichnet diesen historischen Prozef3 auch als Phylo-
genese. Angeregt durch empirischen Studien an Embryos in verschiedenen Entwicklungsstadien
formulierte der Biologe und Philosoph E. Haeckel (1834—-1919) im Jahre 1866 das biogenetische
Grundgesetz, wonach die Individualentwicklung eines Lebewesens (auch als Ontogenese bezeichnet)
eine verkiirzte Rekapitulation der Stammesgeschichte (der Phylogenese) darstellt — in prignanter
Formulierung wird dieses Gesetz auch folgendermallen ausgedriickt: ,,Die Ontogenese folgt der
Phylogenese®.

Man kann nun — zunéchst rein hypothetisch — das biogenetische Grundgesetz von E. Haeckel auf den
Vorgang des menschlichen Lernens {ibertragen (begrifflich sei dies kurz als das ,,wissensgenetische
Grundgesetz* bezeichnet).

Der Phylogenese entspricht dabei der historische Proze3 des menschlichen Wissenserwerbs, wie er
durch historische Dokumente und Studien belegt ist. Diese Phylogenese umspannt einen Zeitraum
von mehreren Jahrtausenden.
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Der Ontogenese entspricht der individuelle Wissenserwerb durch den heranwachsenden Menschen
im Zeitraum von einigen Jahren oder Jahrzehnten. Zweifellos gibt es auch hierbei Parallelen zwi-
schen Phylogenese und Ontogenese: ganz am Anfang steht z.B. jeweils der Erwerb des Zahlbegriffs
und arithmetischer Fahigkeiten (Z&hlen und Rechnen). Auch auf dem Gebiet der Geometrie steht
am Anfang das phidnomenologisch unmittelbar Einleuchtende, also z.B. der Wissenserwerb iiber
archetypische Grundformen (Kreis, Quadrat, Kugel, Wiirfel, ...). Und ganz allgemein ist es
zweifellos richtig, dall sowohl in der historischen wie auch in der individuellen Entwicklung der
Wissenserwerb vom Elementaren zum Komplexen und vom Anschaulichen zum Abstrakten geht.

Ein so formuliertes wissensgenetisches Grundgesetzes besitzt also eine gewisse Plausibilitit. Es
kann durchaus als Orientierung zur Konstruktion von Lernsequenzen und Curricula dienen. Dies
muf jedoch nicht heillen, daB jede noch so minutidse historische Detailentwicklung, daB jeder Irrweg
und jede Sackgasse in die Curricula ,hineinkonstruiert werden miisse. Dies wiére auch schon aus
zeitlichen Griinden vollig unmdglich (aber nicht nur deswegen).

5.4 Einige ausgewdhlte im Zusammenhang mit der
kulturhistorischen Entwicklung der Mathematik
bedeutsame Bilddokumente

Zu einer Vorgehensweise im Mathematikunterricht, die bewuf3t auch kulturhistorischen Aspekten der
Mathematik Rechnung triagt, gehort auch, an geeigneter Stelle, das Einbringen von mathematik-
geschichtlich bedeutsamen Bilddokumenten in den Unterricht. Da sie sehr verstreut vorkommen
(Kataloge von Galerien und Museen, eigene Photoaufnahmen, Lexika, Kunstbiicher, Schulbiicher,
Postkarten, Poster, Tagungsbénde, ...) sollte der Unterrichtende stets ein waches Auge auf sporadisch
auftretende Bilddokumente haben. Eine reichhaltige Quelle fiir mathematikgeschichtlich interessante
Abbildungen ist (neben der allgemeinen mathematikgeschichtlichen Literatur) die Kleine Enzyklo-
pddie Mathematik; Leipzig 1977, Lizenzausgabe fiir den Verlag Harri Deutsch (komprimierte
Ausgabe: Mathematik Ratgeber; Harri Deutsch)

Im folgenden sind, i.w. um deutlich zu machen, was damit gemeint ist, einige wenige ausgewihlte
Bilddokumente wiedergegeben.
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Dokumente aus dem antiken Agypten

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

Karnak Tempel in Luxor mit 4gyptischen Zahlzeichen
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

Ausschnitt aus dem Papyrus Rhind: Aufgaben zur Dreiecksberechnung
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten
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Der Stein von Rosetta (British Museum London)
1. Teil: altdgyptische Hieroglyphen
2. Teil: demotische Schrift (Schrift in Agypten ab etwa 643 v.Chr.)
3. Teil: Griechische Schrift (Kapitalschrift)

Entziffert von Jean-Francois Champollion (1790-1832)
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Dokumente aus dem Zweistromland (Sumerer, Babylonier)

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

Auflistung verschiedener Mengen von Gerstenschrot und Malz
Uruk ca. 3400-3000 v. Chr.
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Bitte wenden Sie sich

wegen der ausgeblendeten
Abbildung

ggf. an den Autor

Sumerische Tontafel mit Zahlzeichen
Anfang 3. Jahrtausend v. Chr.
Mittlere Spalte (von unten nach oben): 1, 2, 3,4, 5, (6), 7, 8,9
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor

Tontafel mit Zahlenreihen
Nippur, ca. 3000 v. Chr.
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Liste von rechtwinkligen Dreiecken mit ganzzahligen Seiten
altbabylonische Keilschrift
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

Keilschrift aus der Zeit Hammurapis zur Berechnung von /2

Ubertragung:

Vorderansicht (Ubersetzung)
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten Abbildung

ggf. an den Autor
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Chinesische Mathematik
Aus: Zhu Shijie (Born: about 1260 in Yan-shan, near Peking, China — wvgl. http:/www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Zhu_Shijie.html )

Sein Buch Siyuan yujian (True reflections of the four unknowns), AD 1003, enthilt die folgende bei
uns unter dem Namen ,,Pascalsches Dreieck® bekannte Figur:

] 2 & X # X

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor
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Hunderfer wie finer usw,

Zeitgenosse / Vorldufer: Yang Hui (Born: about 1238 in Qiantang (now Hangzhou), Chekiang
province, China Died: about 1298 in China) vgl.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Yang Hui.html

Yang Hui AD 1261 had described a table of binomial coefficients up to the sixth power (see: A Jean-
Claude Martzloff: A History of Chinese Mathematics, p. 230 f¥).
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Spatmittelalter und Renaissance
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Das folgende Bild von Gregor Reisch aus dem Jahre 1504 symbolisiert die Probleme beim Ubergang
vom Abakus-Rechnen zum Ziffernrechnen.

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor

-63 -



Ermittlung des Inhalts von Féssern (vgl. ,,Keplersche FaBiregel*)

Visierbiichlein von Johann Frey, 1531
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Bitte wenden Sie sich
wegen der
ausgeblendeten
Abbildung

ggf. an den Autor
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Die folgende Abbildung von Jacob Kobel aus dem Jahre 1616 stellt die Normierung der Langenein-
heit der ,,Rute durch Aneinandersetzen von 16 Fiilen dar.
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Leonardo da Vinci (1452—-1519), Maler, Mathematiker, Universalgelehrter beschiftigte sich u.a. auch
intensiv mit der menschlichen Anatomie. In der Abbildung ,,Kanon menschlicher Proportionen nach
Vitruv® (um 1490) werden die menschlichen Proportionen mit archetypischen geometrischen
Objekten (Kreis, Quadrat) in Verbindung gebracht.

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor
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In der Abbildung ,,Der Zeichner des liegenden Weibes* aus dem Jahre 1525 stellt Albrecht Diirer
(1471-1528) das Verfahren der Zentralprojektion dar.
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

6 Visuelle Aspekte der Mathematik
und ausgewahlte Abbildungen zum Thema
,,Sinnes- und Wahrnehmensschulung*

Dem Schulfach Mathematik kommt grundsétzlich eine aufkldrerische Aufgabe zu. Dazu gehort tra-
ditionell die Schulung des Denkens, aber auch die Sinnes- und Wahrnehmensschulung. In der letzten
Zeit gewinnt gerade die letztere Aufgabe im Zusammenhang mit der Uberflutung der Sinne durch
Umwelteinfliisse und besonders durch die Medien eine immer grofere Bedeutung. Kiinstliche
Video- und ,,multi-media“ Welten dringen sich zunehmend ins BewuBtsein der Kinder. Apologeten
,virtueller Welten spielen sich in den Vordergrund. Dabei droht Sinn fiir die reale Welt und
allgemein fiir die Realitdten des Lebens verloren zu gehen. So wird z.B. das ,,Geld* immer mehr von
seiner Bindung an Arbeit, an Gelderwerb, an konkrete Warenwerte (,, Tauschfunktion* des Geldes)
entkoppelt; Geld manifestiert sich vorwiegend in der Form sich in irrwitzigen Zickzackbewegungen
um den Globus jagender Zahlenkolonnen, wo ein kleiner Ausschlag nach oben oder nach unten iiber
das Schicksal von ganzen Firmen oder Nationen ,,Ausschlag® geben kann.

Wie in jeder Gesellschaft, so gibt es auch in der unseren Krifte, die von der Verschleierung, von der
Tauschung, vom Vorspiegeln falscher Tatsachen leben. Die alles durchdringende und durchsetzende
Werbung (besonders in der Form der Fernseh-Werbung) ist heute eine solche Kraft. Diese Art von
Werbung hat kaum noch etwas mit sachlicher Information sondern eher mit Téuschung, Verschlei-
erung und Desinformation zu tun. Die Werbung ist einer der ,,modernen Nachfolger der heute eher
altbacken anmutenden Propaganda aus fritheren Zeiten. Schon werden Pline geschmiedet, Schulen
und andere Bildungseinrichtungen in Zeiten knapper Finanzmittel liber ,,Werbung® zu finanzieren.
Das Ganze soll dann der staunenden Offentlichkeit noch mit schonen Schlagwortern wie ,,edutain-
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ment“ und ,,infotainment™ garniert und schmackhaft gemacht werden. Wiirde dies gelingen, so
konnten sich Schule, Bildung und Erziehung endgiiltig von ihrer auf ,,Aufkldrung® ausgerichteten
Aufgabe verabschieden.

Um so wichtiger ist es, neben der Schulung des Denkens auch Sinnes- und Wahrnehmensschulung zu
betreiben. Mathematisches Denken und mathematische Methoden konnen viel dazu beitragen, nicht
nur Scheinargumente zu entlarven sondern auch Scheinwelten zu erkennen und von der realen Welt
unterscheiden zu lernen.

Das Wissen dartiber, dal manche Bilder und Graphiken (z.B. optische Tduschungen — aber nicht nur
diese) geeignet sind, absichtlich oder unabsichtlich falsche Sachverhalte zu vermitteln (suggerieren)
gehort sicher zur Allgemeinbildung.

e *Manche Bilder (optische Taduschungen) sind geeignet, einen falschen Sachverhalt zu
vermitteln (,,suggerieren‘).
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten
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ggf. an den Autor
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor
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* In manchen Bildern siecht man Dinge, die gar nicht abgebildet (,,gezeichnet*) sind

Laterale® Inhibition*

L

I Bitte wenden Sie sich I
wegen der ausgeblendeten
Abbildung
ggf. an den Autor

|
h---

* Manche Bilder enthalten mehr als man zunéchst sieht.

Vexierbilder® (vgl. Literaturverzeichnis: E. Lanners, Illusionen): Das folgende Bild soll einen
Blick von der Insel St. Helena darstellen. Zum Bild gehort das ,,Vexier“-Ritsel ,,Wo steckt Napo-
leons Geist?“

P

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor

3 lateral (lat.): seitlich, seitwirts

* Inhibition (lat.): Hemmung

> Vexierbild: Suchbild, das eine nicht sofort erkennbare Figur enthalt
vexieren (lat.): quélen, necken, irrefiihren
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In den letzten Jahren wurde sogenannte SIRD-Bilder (SIRD: Single Image Random Dot Stereo-
gram) ungewohnlich populér (vgl. Literaturverzeichnis: N.E.Thing: Magic Eye). Die Analyse
der geometrischen und wahrnehmungsphysiologischen Bedingungen, die den SIRDs zugrunde lie-
gen, kann ein interessantes und anspruchsvolles facheriibergreifendes Projekt zwischen Mathe-
matik und Physiologie ergeben.

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten Abbildung
ggf. an den Autor
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* In manchen Bildern kénnen verschiedene Menschen (oder dieselbe Person zu verschiedenen Zeit-
punkten) Unterschiedliches sehen.

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor

-72 -



Manche Bilder werden von verschiedenen Menschen unterschiedlich ,,gesehen: Sogenannte
Umspring “-Bilder sind in der modernen Malerei besonders in der Stilrichtung der sogenannten
,»Op-Art bekannt. Ein prominenter Vertreter dieser Richtung war Victor Vasarely (geb. 1908).
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten Abbildung
ggf. an den Autor
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Bitte wenden Sie sich

wegen der ausgeblendeten
Abbildung
ggf. an den Autor
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* Probleme mit der ,,Dimension*: Eine spezielle Problematik ergibt sich bei der Ubertragung drei-
dimensionaler Objekte in die zweidimensionale Zeichenebene. Der niederldndische Maler und
Graphiker Maurits Escher (1898-1971) entwickelte eine groe Meisterschaft im Zeichnen ,,un-
moglicher* Bilder (siehe Literaturverzeichnis: B. Ernst, M. Escher).

4 A

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor




Bitte wenden Sie sich
~ wegen der ausgeblendeten Abbildung
gof. an den Autor
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Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten Abbildung
ggf. an den Autor
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* M. Escher entwickelte weiterhin eine grofle Meisterschaft im Zeichnen faszinierender und iiber-
raschender Parkettierungen und Metamorphosen

*  Metamorphose

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor
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Parkettierung

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
gof. an den Autor
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* SchlieBlich seien in diesem Zusammenhang noch sowie selbstdhnliche und selbstbeziigliche
Bilder erwéhnt. Erstere sind in der letzten Jahren besonders durch die ,,Chaos*“-Theorie (Man-
delbrot-Mengen, Julia-Mengen) populdr geworden (vgl. Literaturhinweise: Peitgen / Saupe: The
Science of Fractal Images). Kurz nach ihrem Bekanntwerden haben derartige Bilder — bzw. Bildaus-
schnitte — auch unter rein dsthetischen Gesichtspunkten fiir viel Aufregung gesorgt.

—%ﬁ—% Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten
Abbildung
gof. an den Autor

5

sﬁfy‘ :i;fj Fw Q}(ﬁ%ﬁﬂa i *‘5
v A s

-80 -




Selbstbeziigliche Bilder wurden in vielfdltiger und faszinierender Weise von M. Escher themati-
siert.

Bitte wenden Sie sich
wegen der ausgeblendeten

Abbildung
ggf. an den Autor
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7. Uberforderung oder Unterforderung?

> Beitrag von Monika Kubovsky vom Schulpsychologischen Dienst in Koeln:
> Ueberforderung durch Unterforderung.

> In: Gerhard N. Mueller & Erich Ch. Wittmann (Hg.): Mit Kindern rechnen.
> Frankfurt: Arbeitskreis Grundschule, S. 84-86.

Monika Kubovsky
Uberforderung durch Unterforderung

Schule der siebziger Jahre
oder der achtziger Jahre
oder ...?

Kinder sollen alles griindlich lernen
also

denken wir

miissen wir griindlich lehren
griindlich heif3t

von Grund auf

und systematisch

also

denken wir

fangen wir mit der 1 an

natiirlich nicht am ersten Schultag
doch nicht sofort

nicht gleich in den ersten Wochen
wir wollen ja

die Kinder nicht verprellen

1+1=2

bis Weihnachten haben wir uns
hochgearbeitet

bis zur 10 (zehn)

nun brauchen wir

wir alle

brauchen nun eine Pause

wie gut daf3 Ferien sind

aber dann
irgendwann

und unausweichlich
ist Januar
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soll ich nicht
vielleicht besser
doch warten bis
nach

Karneval

oder trau ich mich

schon jetzt

heraus

mit solchen Ungeheuerlichkeiten
wie 5+6

schlaflose Néchte

es ist soweit

heute Kinder gibt es etwas ganz ganz
Besonderes

5+6

und hat noch nicht zu Ende gesprochen
da platzt es aus einem heraus

laut und triumphierend

11

elf

nein jaaa schon
nein Karli

SO
einfach

ist das nicht

5+6 ist 5+5

und eine 1 dazu

weil 6 ist 5und 1

und wenn du von 6

1 abziehst ist das wieder 5

also muf3t du

der 6 die 1 nehmen

die behaltst du

im Kopf

oder in der Hand

oder in der Hosentasche

ich nehme jetzt die erste 5

die ganz unversehrte 5

gebe dann die angeknabberte

6 dazu

die ja eigentlich keine richtig 6 ist
und habe jetzt

aber Kinder

das haben wir doch wochenlang geitibt
wieso kann das keiner behalten
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5+5 ist

also haben wir jetzt

10

natiirlich

ganz sicher

ihr konnt es glauben

aber 10 sind ja noch nicht genug
wir wollten

was wollten wir

jarichtig

wir wollten wissen

wir wollten doch

oder

also wir wollten wissen
wieviel 5+6 ist

was fehlt uns denn jetzt noch
Kinder ihr konnt

euch aber gar nichts merken
mein Gott sind die Kinder heutzutage unkonzentriert
uns fehlt die 1

die 1 von der angeknabberten 6
na egal

die tun wir jetzt dazu

wie

wer hat gefragt wo dazu

jetzt

bist

du

dran

Karli

Karli wieviel ist 5+6

aber Karli schweigt
kein Wort kommt {iber seine Lippen
seine Augen schauen ins Leere

er ist nicht schulreif

denkt die Lehrerin

er verweigert die Leistung

ich rufe die Eltern an

der muf3 zum Schulpsychologen
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