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AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 

Im Vorwort seines 1958 erschienenen Buches mit dem Titel „Introduction to 
Difference Equations with Illustrative Examples from Economics, Psychology 
and Sociology" schreibt S. Goldberg, er hoffe, daß das Buch auch bei Stu- 
denten und Lehrern des Faches Mathematik Anklang finden werde. Zumindest im 
Hinblick auf die Bundesrepublik Deutschland sind wir der Auffassung, daß 
der Themenkreis „Differenzengleichungen (bzw. rekursive Gleichungen) und 
ihre Anwendungen" noch nicht seiner Bedeutung gemäß in der Lehrerbildung 
verankert ist. Dies ist einer der Gründe, warum wir ein vorrangig an Lehrer 
und Lehramtsstudenten gerichtetes Buch zu diesem Themenkreis geschrieben 
haben. 

Die Idee zu einer derartigen Darstellung kam uns bei der Diskussion un- 
serer Erfahrungen aus verschiedenen Vorlesungen und Seminaren (bei R. Dürr 
aus einem Lehrauftrag am Wirtschaftswissenschaftlichen Institut der Wni- 
versität Tübingen, bei J. Ziegenbalg aus Lehrveranstaltungen vorrangig im 
Fachbereich Mathematik/Naturwissenschaften der Pädagogischen Hochschule 
Reutlingen). 

Eines unserer Hauptziele ist die Darstellung der vielfältigen Anwendungs- 

bereiche für Differenzengleichungen bzw. rekursive Gleichungen. Insofern 
hat das Buch die Struktur eines Wurzelbaumes, und es braucht nicht in 
linearer Abfolge gelesen zu werden. Die ersten vier Kapitel stellen die 
mathematische Fundierung für das folgende dar. Kapitel I hat propädeuti- 
schen Charakter; das gilt insbesondere für S$ 1 - 4. Ob und wie intensiv die 
dort dargestellten Inhalte durchzuarbeiten sind, hängt ganz vom Vorwissen 
der Adressaten ab. Im engeren Sinne ist aus diesem Kapitel nur $ 6 mit der 
Definition des Begriffes der Differenzengleichungen als Voraussetzung für 
die folgenden Kapitel anzusehen. Für den Anfang reicht aber auch die infor- 
melle Verwendung dieses Begriffes entsprechend Kapitel II und III aus. Diese 
beiden Kapitel sind von besonderer Bedeutung und sollten bei jeder Form der 
Lektüre gründlich durchgearbeitet werden. Kapitel IV kann bei der ersten 
Lektüre zunächst übergangen werden; die dortige Behandlung von Gleichungen 
höherer Ordnung ist besonders im Hinblick auf das in $ 12 entwickelte Homo- 
genisierungsverfahren von Bedeutung, das es ermöglicht, gewisse Inhomogeni- 
täten (allerdings bei Erhöhung der Ordnung) zu eliminieren. Die weiteren 
Kapitel sind voneinander unabhängig. 

Bei der Verwendung des Buches in Hochschulkursen sind etwa die folgenden 

Varianten möglich: 

- mathematisch orientierter Kurs: Kapitel II, III, V, beliebige Fortset- 

zung; 

- naturwissenschaftlich orientierter Kurs: Kapitel II, III, VI, VIII; 

- wirtschaftswissenschaftlich orientierter Kurs: Kapitel II, III, (vI), 

VII. 

Die Programmierung von Computern stand nicht im Zentrum unserer Zielsetzun- 

gen. Dennoch ist sie heutzutage bei einem derartigen Themenkreis un- 

entbehrlich. Die hier auftretenden Algorithmen sind im allgemeinen sehr 

einfach und durchsichtig, so daß an die syntaktischen Möglichkeiten der 

Programmiersprachen keine großen Anforderungen gestellt werden. Trotzdem 

empfehlen wir, alle Programme ausgiebig zu strukturieren. 

Die Planung des gesamten Buches erfolgte in intensiver Zusammenarbeit der 

Autoren. Der physikalische Teil des Buches wurde von R. Dürr, der nichtphy- 

sikalische Teil von J. Ziegenbalg verfaßt.



Als besonders heikel erwies sich die Gestaltung von $S 34 „Grundbegriffe 
aus der Theorie des Wirtschaftskreislaufs und Volkseinkommens". Wir sind 

Herrn Dr. F, Müller deshalb besonders dankbar, daß er uns diesbezüglich 

vor den gröbsten Schnitzern bewahrt hat; alle verbliebenen Unzulänglich- 

keiten gehen ausschließlich auf das Konto der Verfasser. 

Herrn Prof. E. Wittman danken wir für seine konstruktiven Bemerkungen zum 
Manuskript. Unser ganz besonderer Dank geht an Frau E. Schleh für ihre au- 

ßerordentlich präzise, zügige und umsichtige Arbeit beim Schreiben des Ma- 

nuskripts. 

Reutligen, im Oktober 1980 
Rolf Dürr 

Jochen Ziegenbalg 

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 

Die erste Auflage der Dynamischen Prozesse wurde Mitte bis Ende der siebzi- 

ger Jahre geschrieben. Obwohl es kein Computerbuch in dem Sinne ist, daß der 

Leser möglichst schnell an ein konkretes System oder eine konkrete Program- 

miersprache herangeführt werden soll, spielte der Aspekt des Einsatzes von 

Computern aus einer inhaltlichen Perspektive heraus eine entscheidende 

Rolle bei der Planung des Buches. Inzwischen hat sich bei den Computern 

einiges geändert: die Systeme sind größer und „benutzerfreundlicher" 

geworden; es gibt mehr und bessere Programmiersprachen; jeder PC-Benutzer, 

der es für wichtig hält, kann einen Text mit erstaunlich geringem Aufwand 

in „desktop-publishing"-Qualität an seinem eigenen Schreibtisch erstellen. 

Trotz dieser rasanten Entwicklungen haben die Dynamischen Prozesse nichts 

von ihrer Aktualität verloren — ganz im Gegenteil. Das Buch ist kein Schul- 

buch in engerem Sinne; es steht aber im Kontext vorrangig des mathe- 

matischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts und der Lehrerbildung. 

Aus dieser Position heraus hat es auch in die Fortschreibung und 

Weiterentwicklung der Lehrpläne gewirkt. Besonders im Lehrplan „Informatik- 

Themen im Grundkurs Mathematik SII" des Freistaates Bayern ist (bis hin zur 

Terminologie) eine Fülle von Anregungen aus den Dynamischen Prozessen 

eingeflossen. 

Neuere Lehrplanentwicklungen, die besonders gut mit den Zielsetzungen der 

Dynamischen Prozesse harmonieren, sind: 

«der verstärkte Einsatz des Computers im Mittelstufen- und Oberstufenun- 

terricht 

»die verstärkte Berücksichtigung der Themenkreise mathematische Modell- 

bildung, diskrete Mathematik und Simulation im Unterricht 

. das verstärkte Auftreten von Arbeitsgemeinschaften, insbesondere auch 

solcher zur Begabtenförderung, in allen Schulstufen — das Buch paßt z.B. 

sehr gut zu den baden-württembergischen Richtlinien für Arbeitsge- 

meinschaften zur Begabtenförderung: Behandlung von Themen, die am klas- 

sischen Schulstoff anknüpfen, ihn aber vertiefen und verbreitern und die 

es insbesondere ermöglichen, Brücken zu anderen Unterrichtsfächern zu 

schlagen. 

Reutlingen, im Juni 1988 

Rolf Dürr 

Jochen Ziegenbalg
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I EINFÜHRUNG IN DIE PROBLEMATIK 

& 1 Arithmetische Folgen 

In Rätselecken von Zeitschriften, Schulbüchern und auch in gewis- 
sen Eignungstests findet man gelegentlich Aufgaben der folgenden 

art: 

Ergänze die Zahlenfolgen: 

(a) 1, 8, 15, 22, 29,... 
(b) 2, 6, 18, 54, 162, 486,... 
(c) 3, 14, 33, 60, 95, 138,... 
{d) 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29,... 
fe) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 1%, 29. 
(£) 1, -1;, 1, -l, l, Laws 

Hierbei geht der Aufgabensteller stillschweigend davon aus, daß 

den gesuchten Zahlenfolgen jeweils ein bestimmtes, einfaches, mög- 

lichst durch eine Formel zu beschreibendes Bildungsgesetz zugrunde 

liegen soll. Vom rein mathematischen Standpunkt aus gesehen, gibt 

es viele Möglichkeiten, die Anfangsglieder zu einer Folge fortzu- 

setzen; so etwa im Beispiel (a) in Form der "konstanten" Fort- 
setzung: 

(a!) 1, 8, 15, 22, 29, 29, 29,2... 

Diese Fortsetzung hat sich unser fiktiver Aufgabensteller aber 
wahrscheinlich nicht als Lösung vorgestellt, obwohl ihr durchaus 

ein recht einfaches Bildungsprinzip zugrunde liegt; nämlich: 

a, =1 

a, = 8 

a, 15 

a, °® 22 

a = 29 (fürn = 5, 6, Tree.) 

Vermutlich dürfte der Aufgabensteller die folgende Fortsetzung er- 

wartet haben: 

(a") 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, 50, 57ye:. 

Ihr liegt das nachstehende einfache und ästhetische Bildungsgesetz 

zugrunde: 

Das Anfangsglied der Folge ist 1, und die Differenz 
je zweier aufeinanderfolgender Glieder ist stets (1.1) 
gleich groß (hier gleich 7). 

Mathematisch läßt sich das kürzer ausdrücken durch: 

a, * l, und 
(1.2) 

as a, I WEUEnNn = 1. 2, Is) 

Die Folgeglieder ergeben sich aus dieser Vorschrift sukzessive: 

a, = 1 

= 7 

"Ir MB (1.3) 
= 7 

=7+a 15; und so weiter.
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Wir wollen der Folge noch eine spezielle Deutung geben: Der erste 
Tag des Jahres 1978 war ein Sonntag; demzufolge auch der 8., 15., 
22. Tag usw. Die Folge in (a) gibt uns also an, auf welche der 
fortlaufend numerierten Tage des Jahres 1978 die Sonntage fallen. 

In Betrieben ist der Jahreskalender oft fortlaufend numeriert. Die 
Weihnachtsfeier eines Betriebes soll am 49. Sonntag des Jahres 
stattfinden. Auf welchen Tag des (fortlaufend numerierten) Jahres- 
kalenders fällt dieser Sonntag? 

Mathematisch gesprochen, lautet die Frage: Wie lautet das 49. Glied 
Ayo der Folge in (a)? Zur Beantwortung dieser Frage könnte man das 

Rechenschema (1.3) bis zur Zahl Ag fortsetzen. Dies wäre aller- 

dings sehr mühsam. Die Analyse des Bildungsgesetzes führt hier 
schneller zum Ziel: 

a, = 1 

a, =a, + 7=1+7 

3 7=1+7+7=]1+2°7 

a a, + 7=1+2-7+7=1+3-.7 

a, Foren 

a,g * 1+48.7 = 337 

Der 49. Sonntag ist also der 337. Tag des Jahres 1978. 

Aufgabe 1.1 

Auf den wievielten Tag des Jahres 1978 fällt der 20., 40., 60. 
Sonntag? 

Aufgabe 1.2 

Was für ein Wochentag ist der 200. Tag des Jahres 1978? 

Aufgabe 1.3 

Bei einem Schulfest werden Mannschaften mit Hilfe des Abzähl- 
verses 

"Ein Blatt fällt ab vom Baum her-ab" 

gebildet. Die Schüler stellen sich dazu in eine lange Reihe. 
Der Lehrer beginnt mit dem Abzählvers beim ersten Schüler. 
Die ausgezählten Schüler kommen in eine Mannschaft. Peter 
steht an 32., Hans an 42. Stelle. 

a) Welcher der beiden wird ausgezählt? 

b) Welche Schüler kommen in die Mannschaft? 
c) 100 Schüler stellen sich zu einem (10 x 10) -Quadrat auf. 

Welches Muster ergeben die ausgezählten Schüler, wenn 

jede der 10 Reihen von links nach rechts durchgezählt wird? 
d) Achim steht bei dieser quadratischen Aufstellung in der 

3. Reihe an 6. Stelle. Er möchte unbedingt in die ausge- 
zählte Mannschaft und faßt deshalb einige Kandidaten 
für einen Platztausch ins Auge. Welcher der ausgezählten 
Plätze ist ihm am nächsten? 

Aufgabe 1.4 

Die Zahnräder A und B starten wie in Abbildung 1.1. 
a) Welche Zahlen berührt der markierte Zeiger von Rad A bzw. B? 

Welche Zahlen werden von beiden markierten Zeigern berührt? 

b) Wie lauten die Antworten auf die Fragen in a), wenn beid« 

Zahnräder im Punkt 1 starten?
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A: 

    

>
 

u
n
 

0123 012345 
Abb. 1,1 

(Die Zahnräder sind so bemessen, daß sie beim Weiterdrehen um einen 
Zahn jeweils gerade eine Einheit auf dem Zahlenstrahl zurücklegen.) 

c) Wie lauten die Antworten, wenn Zahnrad A in 2 und Zahnrad B 

in 3 startet? 

Aufgabe 1.5 

Ein Rad hat einen Radius von 20 cm. Wie oft muß es sich drehen, 
wenn es 100 m, 1 km, 42 km (Marathonlauf), einmal um den Erd- 

ball (40 000 km) läuft? 

Aufgabe 1.6 

Ein 4 cm dickes Buch hat (ohne Einband) etwa 800 (Doppel-)Seiten. 
a) Wie dick ist ein Blatt (= eine Doppelseite)? 
b) Auf einem 3 m langen Regal stehen lückenlos solche Bücher 

nebeneinander. Wie viele Buchseiten sind das? 

c) Alle Bücher einer bestimmten Bibliothek ergeben nebeneinan- 

dergestellt eine Strecke von 5 km Länge. Wie vielen Seiten 

entspricht das? Wie lautet die Antwort, wenn man eine Reihe 
von Büchern um den Erdball stellt? 

(Man vernachlässige die gelegentlich dicken Einbandseiten.) 

Aufgabe 1.7 

Begründen Sie: 
Zu jeder (noch so kleinen) Bruchzahl (= positiven rationalen 
Zahl) d und zu jeder (noch so großen) Bruchzahl s gibt es eine 

natürliche Zahl n mit der Eigenschaft: 

n-d'’>s 

Diese Eigenschaft wird auch als die archimedische Eigenschaft der 
Bruchzahlen bezeichnet. (Entsprechende Formulierungen gelten 

auch für dierationalen und die reellen Zahlen.) 

Aufgabe 1.8 

In jeder der Aufgaben 1.1 bis 1.6 ist (mindestens) eine Folge 
versteckt, die mit der Folge (a) eine wichtige gemeinsame 
Eigenschaft besitzt. Welche Eigenschaft ist das? 

Zusammenfassung 

Wir haben bereits viel über Zahlenfolgen gesprochen, ohne näher zu 
sagen, was eine Folge überhaupt ist. Dies sei hiermit nachgeholt: 

Definition 1.1 

Eine Zahlenfolge ist eine Vorschrift, durch die jeder natürlichen 
Zahl n eine Zahl a_ zugeordnet wird; a, nennt man das n-te 

Glied der Folge. 

In der Sprache der modernen Mathematik können wir auch sagen: 

Eine Zahlenfolge ist eine Abbildung 

fin —oM; ntHt>offln) = a.
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der Menge N der natürlichen Zahlen in eine Zahlenmenge M. 

Zum Beispiel: M= N, M = @ = Menge der rationalen Zahlen; M =R. = 
= Menge der reellen Zahlen; M =C = Menge der komplexen Zahlen. 

Für Zahlenfolgen verwendet man oft die Schreibweisen 

a A]ı Ay Ayıecer Ares 

oder kürzer 

zz, N bzw. va ra 
bzw. nur (a): falls Mißverständnisse ausgeschlossen sind. 

Die meisten der bisher betrachteten Folgen haben die folgende 
wichtige Eigenschaft: 

Die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder der 
Folge ist immer gleich groß (konstant). Solche Folgen nennt 
man arithmetische Folgen. 

Definition 1.2 

Die Zahlenfolge A]r Ayr Azıeeer Ar... heißt arithmetische Folge, 
wenn es eine feste Zahl d gibt, so daß für alle natürlichen 
zahlen n = 1, 2, 3,... gilt: 

An+ı ” an 4 

Das Glied a, bezeichnet man alsAnfangsglied der Folge. 

Aufgabe 1.9 

von der arithmetischen Folge (a 
A. Beide 18 

a) Wie lautet das Anfangsglied ar das Glied 2.000: 

b) Tritt die Zahl 999 999 als eines der Folgenglieder auf? 

Aufgabe 1.10 

Die arithmetische Folge Ayr Ayr Agrerer Areas habe die Schritt- 

weite d. Stellen Sie das "allgemeine Glied" a, hur in Abhängig- 
keit von a, d und n dar. 

Aufgabe 1.11 

a) Gegeben seien die beiden arithmetischen Folgen 

n’n= 2 en sei bekannt: 

a 

(a) mita, = 2unda -a =3 und nn n n 

  

= 1, 2 3a. 1 +1 

Bla 3; 25 Ih mar B,® “4 und D ri u B, 4 

Da man Folgen als spezielle Funk- 
An| tionen auffassen kann, bietet 

| sich ihre graphische Darstellung ' 
10- im Koordinatensystem an, zum Bei- 

| spiel nebenstehend für die Folge 

7 (a nen! 

une in} 
1 
1 

ı an 
RE 

Abb. 1.2 Vi 23 ds N  



$ 2 Bemerkungen zur Verwendung von Taschenrechnern und Computern 1:5 

Zeichnen Sie weitere Glieder der Folge in ein (n, a„}-Koor- 

dinatensystem bzw. ein [(n, b_)-Koordinatensystem ein. Stel- 

len Sie eine Vermutung über die Lage der Punkte bei arith- 
metischen Folgen auf. 

b) Ersetzen Sie im (n, a)” bzw. (n, b_)-Koordinatensystem je- 

weils auf beiden Koordinatenachsen die Markierung 1 durch 2, 
die Markierung 2 durch 4,..., die Markierung x durch 2 °x. 
Überprüfen Sie, ob in den Koordinatensystemen mit den neuen 
Markierungen die Folgenpunkte von (a_) bzw. (b ) noch "rich- 

tig" liegen. ” ” 
Verbinden Sie die Folgenpunkte von (a) bzw. (b_). Wo wür- 

den a, und bo, liegen, wenn die Schrittweiten jeweils beibe- 

halten würden? 
Stellen Sie Vermutungen auf, wie das mit der "Stauchung" 
der Koordinatenachsen zusammenhängt. 

Aufgabe 1.12 

Die vier Grundaufgaben zur arithmetischen Folge: Von den in der 
allgemeinen Form der arithmetischen Folge auftretenden vier Va- 

riablen a, dr d, a, seien jeweils drei mit festen Werten belegt. 

Dann läßt sich daraus der Wert der vierten Variablen berechnen. 
a) Stellen Sie für jeden dieser Fälle die "Lösungsformel" auf. 
b) Konstruieren Sie zu jedem der vier Fälle in a) eine Aufgabe. 

8 2 Einige Bemerkungen zur Verwendung von Taschenrechnern und Computern 

Ist bei einer arithmetischen Folge die Schrittweite d mehrstellig, 

(etwa d = 8,5397283), sowird die sukzessive Berechnung der Folgen- 

glieder Ayı Ay Ayree- unangenehm. Hier befreit uns der Taschen- 

rechner von langwieriger routinemäßiger Rechenarbeit, insbesondere 

dann, wenn er einen Konstantenspeicher (für die Addition) hat. Wir 

wollen die Funktionsweise des Konstantenspeichers an dem einfachen 

Rechenbeispiel 3+ 2,5 = 5,5 erläutern. 

Bei Rechnern mit der am meisten verbreiteten "algebraischen Nota- 

tion" müssen wir tippen: 

  

+ 2 ä 5 = 5.5 

se ur 
Eingabe Opera- Eingabe Befehl zur Ergebnis 

l. Ope- tion 2. Operand Durchfüh- = Ausgabe) 

rand rung der 

Rechnung 

Abb. 2.1 

Wir wollen die Eingabe der Übersichtlichkeit halber jeweils in 

einem Parallelogramm zusammenfassen: 

/3/ 235: | 5-5 
1. Operand Operator 2. Operand Ergebnis 

Abb. 2.2



16 I Einführung in die Problematik 

Bei vielen Rechnern läßt sich die wiederholte Addition des Wertes 
2,5 in vereinfachter Weise durchführen: 

Mit der Ausführung der Rechnung werden zugleich die Operation und 
der zweite Operand intern gespeichert. Durch unsere obige Rechnung 
haben wir also nicht nur das Ergebnis 5.5 erhalten, sondern den 
Rechner zugleich als "Additionsmaschine" "programmiert". 

Abb. 2.3 N 

Der Rechner führt nun bei beliebiger Eingabe x auf das Kommando 

[=] die Rechnung 

  

  

Abb. 2.4 x x + 2,5 

durch. 

Beispiel 

/ 4 / - = Ergebnis: 6,5 

/1,8/ | = Ergebnis: 4,3 

Abb.2.5 

In der Sprechweise des modernen Mathematikunterrichts können wir 

sagen: Der Rechner ist als -Operator (Maschine) program- 

miert worden. Diese Operatorauffassung wollen wir auch in der gra- 
phischen Darstellung des Rechenvorganges, dem Rechenablaufplan, wie 
folgt zum Ausdruck bringen: 

[3 + / 2,57 Ergebnis: 5,5 

gu ane 
Eingabe Programmierung Befehl 
1. Ope- des Operators zur 
rand Ausführung 

Abb. 2.6 / 8 } {| = Ergebnis: 10,5 

Jetzt kommt ein einfacher, aber "folgenreicher" Schritt: Wenn wir 
nach der Durchführung der Rechnung 

/1.5f—+/ 8,53972833f— = | ergebnis: 10,0397283 

  

  

Abb. 2.7
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+ 8,5397283 

Abb. 2.8 FE 

programmiert wird, keine neue Eingabe vornehmen, so wird automa- 

tisch die alte Ausgabe (hier 10,0397283) zur neuen Eingabe. Die 
Fortsetzung dieses Prozesses führt zu folgendem Rechenschenma: 

  

durch die zugleich der Operator 

  

+ 8,5397283 = Ergebnis: 10,0397283 

10,0397283 =] Ergebnis: 18,5794566 

18,5794566 = | Ergebnis: 27,1191849 

und so Heiter ii 

Abb. 2.9 

  

Die Folge der Ergebnisse ist somit eine arithmetische Folge mit 

Anfangswert 1,5 und Schrittweite 8,5397283, womit unser ursprüng- 

lich gestelltes Problem der Verminderung von Routinearhneit mit 

Hilfe des Taschenrechners gelöst ist. 

VORSICHT: 

Obwohl sehr viele Taschenrechner über Konstantenspeicher verfügen, gibt es gro- 
Be Unterschiede in der Speicher-Technik. So wird zum Beispiel gelegentlich 
der erste Operand (statt wie hier beschrieben der zweite Operand) abgespeichert. 

Das allgemeine Rechenschema (Anfangswert a,, Schrittweite d) stellt 
sich ganz entsprechend dar: 

  

a] + d = Ergebnis: a, + da ar. 

Ergebnis: la, + d)+d = a, + 2d 

/aı + 24/ Ergebnis: (a, +2d) +d = a, +3d 

... 

Abb. 2.10 

Diese Darstellung wird nun meist in naheliegender Weise zu dem 

folgenden Rechenablaufplan zusammengefaßt:
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Va Pr 7a Een 
Abb. 2.11 

Hierbei ist der Operator nur beim erstmaligen Durch- 

laufen der Schleife zu tippen, falls der Rechner eine Konstanten- 
automatik besitzt. 

Der Rechenablaufplan in Abbildung 2.11 ist die unmittelbare Vorstuf 
für die Behandlung des Problems mit frei programmierbaren Taschen- 
rechnern oder Kleincomputern. Solchen Maschinen muß eine eindeutige 
und in einer normierten Sprache abgefaßte Kette von Anweisungen, 
ein Programm, vorgegeben werden. Der Erstellung eines normierten 
Programms sollte stets zunächst die alltagssprachliche, nicht nor- 
mierte Beschreibung des Rechenablaufs oder Bearbeitungsvorgangs vor- 
angehen. Eine solche eindeutige Beschreibung eines Bearbeitungs- 
vorganges nennt man einen Algorithmus . 

Ein Algorithmus zur sukzessiven Berechnung der Glieder einer arith- 
metischen Folge (a) kann zum Beispiel folgendermaßen aussehen 

(vgl. jedoch die Aufgaben 2.3 und 2.4): 

  

  

l. Lege die Variablen a, d, x wie folgt fest: 

a, = Anfangsglied der Folge (a) 

d = Schrittweite der Folge 
x =a = allgemeines Glied der Folge 

2. Bringe den Anfangswert a, und die Schrittweite d 2...) 
in Erfahrung. 

3. Ersetze x durch a, 

4. Drucke x. 

5. Berechne x+d und ersetze x durch x +d. 

6. Fahre bei Schritt 4 fort.     
  

Eine graphische Darstellung derartiger Algorithmen wird sehr häufig 
in Form eines Flußdiagramms gegeben: . 

variable: a,, d, x Parallelogramm: 
Symbol für Bin- 
und Ausgabe 

  

    
  

  

      

Eingabe 

a d 
ı Rechteck: 

Symbol für 
allgemeine Operation 

x<—a] (Verarbeitung) 

Pfeil: x<—a, 
Symbol für Wertzweisung 
(der Variablen x wird der 

Wert von a] zugewiesen; 

"x wird durch a, ersetzt") 
  

Xe—xX+td Ablauflinien: 

sie geben die Richtung 
des Programmablaufes an 

      

Abb. 2.12
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Ein Programm in der Programmiersprache BASIC zur Berechnung der 

Werte einer arithmetischen Folge sieht zum Beispiel folgenderma- 

ßen aus (man beachte jedoch Aufgabe 2.4): 

  

10 INPUT Al 

20 INPUT D 

30 LET X = Al (2.2) 

40 PRINT X 

50 LET X = X+D 

60 GoTo 40 

EI 
Zeilennummern Anweisungen 

der Anweisungen 

      
Aufgabe 2.1 

Stellen Sie fest, ob Ihr Taschenrechner eine Konstantenautoma- 

tik für die Addition besitzt und ob der erste oder der zweite 

Operand zur Programmierung des Additionsoperators verwendet 

wird. 

Übertragen Sie die Berechnungsschemata aus Abbildung 2.6 und 

2.7 auf Ihren Taschenrechner. 

Aufgabe 2.2 

Falls Ihnen ein frei programmierbarer Rechner zur Verfügung 

steht, setzen Sie den Algorithmus (2.1) in ein Programm für 

Ihren Rechner um. 

Aufgabe 2.3 

Der Algorithmus (2.1) weist eine Unzulänglichkeit auf: er läuft 

endlos weiter. 
ändern Sie den Algorithmus so ab, daß er nach dem Ausdruck des 

100. Folgengliedes stoppt. 

Aufgabe 2.4 

Falls Sie Zugang zu einem in BASIC oder einer ähnlichen bzw. 

reichhaltigeren Sprache programmierbaren Rechner haben, über- 

tragen und verbessern Sie das BASIC-Programm (2.2) so, daß es 

stoppt und daß zur besseren Lesbarkeit der Ausgabe ein erläu- 

ternder Text ausgedruckt wird. 

& 3 Geometrische Folgen 

B-1] Geometrisches Wachstum 

Für die Folge (b) aus S 1 

2, 6, 18, 54, 162, 486,... 

gilt das fundamentale Wachstumsprinzip, das die arithmetischen Fol- 

gen auszeichnet, nicht mehr. Wir erkennen jedoch schnell, daß sich 

die Glieder der Folge jeweils verdreifachen: 

6=3'2
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18 = 3-6 

54 = 3-18, und so weiter. 

Es liegt nahe, die Folge entsprechend dem Prinzip 

A, I° a (3.1) 
fortzusetzen. 

Wachstumsprozesse laufen häufig nach Gesetzen ab, die der Vorschrift 
(3.1) sehr verwandt sind. 

Aufgabe 3.1 

Ein Blatt Papier wird fortlaufend gefaltet. Wie viele Schichten 
liegen nach der 1., 2., 5.,10. Faltung übereinander? 

Aufgabe 3.2 

Informieren Sie sich in einem Schulbuch oder einem Buch zur Ele- 
mentarmathematik über die "Schachbrettaufgabe". 

Aufgabe 3.3 

Eine Bakterienkultur besteht aus 10 000 Spaltpilzen. Pro Stunde 
nimmt die Anzahl der Bakterien durch Spaltung um die Hälfte zu. 
Stellen Sie das Wachstum der Kultur über den Zeitraum eines Ta- 
ges in einem Schaubild dar. 

Die zuletzt betrachteten Folgen fallen unter die 

Definition 3.1 

Die Zahlenfolge A]r Ayı Azrereı a,r... heißt gemetrische Folge, 
wenn es eine feste Zahl q gibt, so daß für alle natürlichen 
Zahlen n gilt: 

A471, 

Die Zahl q heißt der Wachstumsfaktor der Folge. Falls alle a,%0 

sind, läßt sich q deuten als (fester) Quotient je zweier auf- 
einanderfolgender Glieder der Folge: 

Ans q = —_ (für a,* 0) 

Die vorigen Beispiele haben bereits gezeigt, daß die sukzessive 
Berechnung der Glieder einer geometrischen Folge, selbst bei "glat- 
ten" Wachstumsfaktoren, sehr aufwendig wird. Es liegt nahe, auch 
hier wieder bewährte Rechenhilfsmittel, insbesondere den Taschen- 
rechner einzusetzen. Im Rechenablaufplan in Abbildung 2.11 haben 
wir nur die Operation zu ändern, um den Plan zur Berechnung der 
Glieder einer geometrischen Folge zu erhalten: 

Abb. 3.1 
(Die Multiplikation ist hier der Deutlichkeit halber durch ein 
Kreuz gekennzeichnet.) 

  

Geometrische Folgen hängen auch sehr eng mit Fragen des prozentualen 
Wachstums zusammen. Will man zum Nettoverkaufspreis von 675,- DM 
den um die Mehrwertsteuer (12%) erhöhten Bruttoverkaufspreis be- 
rechnen, so empfiehlt es sich, die Rechnung nach dem folgenden
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Rechenablaufplan durchzuführen: 

[675:-f [* / 1,22/ ®l Ergebnis: 756.- DM 

Abb. 3.2 

Allgemein berechnet sich eine prozentuale Erhöhung um p% entspre- 

chend dem Schema: 

. p 
11 + 700) 

sE: 
a all + 757) 

ü PB 
a * Too 

Abb. 3.3 

bzw. bei Verwendung des Taschenrechners entsprechend dem Rechenab- 

laufplan: 

  

x ae 4 = Ergebnis: a + a 

Abb. 3.4 

Beispiel: Zinseszinsrechnung 

Ein Sparer legt ein Kapital von 1 000,- DM zum Jahreszinssatz von 

4,5% an. Er läßt die jährlich ausgezahlten Zinsen stehen, wodurch 

sich sein Kapital jährlich vergrößert. Entsprechend Abbildung 3.3 

ist der Wachstumsfaäktor hier 1,045. 

  

1:000,- x 1,045 “ Ergebnis: 1045,- 

  r 

1 045,-/ | = Ergebnis: 1 092,025 = 

r 

1 092,025 [| = | Ergebnis: 1141,1661 

Abb. 3.5 
(Die Ergebnisse wurden hier nicht gerundet, damit der Schleifenbil- 

dungsprozeß nicht gestört wird und damit sich die Rundungsfehler 

nicht unnötig stark anhäufen.) 
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Aufgabe 3.4 

Berechnen Sie die die Flächeninhalte 
der nebenstehenden ineinandergeschach- 
telten Kreise und Quadrate, beginnend 
mit dem innersten Quadrat der Seiten- v7 IS 
länge 1 cm. 

  

    Abb. 3,6 N EG 
  

Aufgabe 3.5 

Der Baumbestand eines Waldes von 20 km? 
schrumpft jährlich um 5%, bezogen auf 
die Fläche. 
a) 

b) 

Welche Fläche bedeckt der Baumbestand nach: 1, 2 3: 
Jahren? 
Wann ist der Bestand auf die Hälfte reduziert? 

Aufgabe 3.6 

Ein Kapital K verzinse sich jährlich mit p%. Begründen Sie: Der Zeitraum, in dem sich das Grundkapital K durch Zinseszins- wachstum verdoppelt, hängt nur von P, nicht jedoch von K ab. 

Aufgabe 3,7 

a) 

b) 

c) 

Legen Sie eine Tabelle der Verdoppelungszeiten bei prozen- 
tualem Wachstum von p% an für 
pP = 1; 1,5; 2; 2,5; 35 3,5; 4; 4,5; 5; 6; 7: 8; 9; 10. 
Berechnen Sie für jeden dieser Prozentsätze p und die da- 
zugehörige Verdoppelungszeit d das Produkt p »d. 
Stellen Sie eine allgemeine Vermutung auf und überprüfen 
Sie diese an weiteren Beispielen. 

B.2] Graphische Darstellung geometrischer Folgen 

Ähnlich wie die arithmetische Folge läßt sich auch die geometrische 

    
  

Folge (a), ED im (n, a,)-Koordinatensystem darstellen. 

Abb. 3.7 Abb. 3.8 Yan y= 1,8 
An 104 y=q'x) t 
ILL... 4 emo ee 7 
9 | 5 | | 

1 | 7 | | 
4 | 6 PA 61 i ee es | en | > 177 

I 4 | | | 1 I! at bu | 
3+------------ « 10a 4 | ! ' , I! al! | Perse |, a: | It--—- a dal un — ee Ai BSG 7 8 dx 

12345607 .ın 2, 2, 3 2 As ds An 
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Beispiel: Ag, ” 1,8 a: a, ° 0,5 (Abbildung 3.7) 

Die nicht-lineare "Kurve", die wir nur an ganzzahligen Stellen der 

n-Achse betrachten, läßt sich nach Aufstellung einer Wertetafel 

(etwa mit dem Taschenrechner) zeichnen. Es wäre jedoch wünschens- 

wert, wenn man die Werte für a, mit rein graphischen Methoden un- 

ter Umgehung der Wertetafel ermitteln könnte. Da ER durch kon- 

stante Multiplikation von a, mit q = 1,8 entsteht, ist das im 

(a,r a „3 }keordinatensystem möglich (Abbildung 3.8). 

  

Algorithmus zur graphischen Drmittlung der geometrischen 

Folge a =q'a, mit a = & 
n+l 

  

1. Zeichne ein (x, y)- bzw. (a,, a,+,])-Koordinatensystem. 

2. Zeichne die Geraden y = x (erste Winkelhalbierende) 

und y=gqg'x ein. 

3. Trage a, auf der x-Achse ab. 

4. Setze n = |. 

5, Schneide die Parallele zur y-Achse durch a, mit der (3.2) 

Geraden y = q* x. Der Schnittpunkt hat die Koordina- 

ten (ayr An41)- 

6. Übertrage a,,, mit Hilfe der ersten Winkelhalbieren- 

den y = x auf die x-Achse. 

7, Ersetze n durch n+1. 

8. Fahre bei Schritt 5 fort.       
Aufgabe 3.8 

Führan Sie den obigen Algorithmus in den folgenden Fällen durch: 

a) a, ® 1, q= 2,5 

b) a, = 10, q = 0,8 

c) a, ® Lr q= -1,5 

a) a, = 10, q= -0,7 

Die folgenden Aufgaben sollten soweit möglich sowohl rein arithme- 

tisch (rechnerisch) als auch graphisch (zeichnerisch) gelöst wer- 

den. 

Aufgabe 3.9 

Ein Teich ist durch Algenwachstum bedroht. Messungen ergeben, 

daß sich das Volumen des Algenbestandes täglich um 20% vergrö- 

Bert. Am 17. Dezember wird näherungsweise ein Algenbestand 

von 100 m’ ermittelt. Wie groß war der Bestand am 1. Dezember?
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Aufgabe 3.10 

Kettenbriefe: Ein Feinschmecker verfällt auf die folgende Idee, 
um neue Rezepte zu erhalten und zu verbreiten. Er schreibt auf einer Liste die Namen von sechs Bekannten mit Anschriften un- 
tereinander. Der Liste legt er die folgende Anweisung bei: 
1. Schicke der Person, die oben auf der Liste steht, ein Rezept. 
2. Streiche den Namen dieser Person und füge den eigenen Namen 

unten an. 
3. Kopiere die Liste und die Anweisung und schicke sie vier 

Bekannten zu, die noch nicht auf der Liste stehen. 
Der Feinschmecker schickt nun Rezept und Briefe entsprechend seiner eigenen Anleitung ab. Wie viele Rezepte erhält er, wenn niemand die Kette unterbricht? 
(Man könnte meinen, daßman sich eine ergiebige Geldquelle er- schließt, wenn man das Verfahren mit 10-DM-Scheinen statt mit Rezepten durchführt. Kettenbriefe dieser Art sind jedoch ge- 
setzlich verboten.) 

Aufgabe 3.11 

Die vier Grundaufgaben zur geometrischen Folge 
Von den in der allgemeinen Form der geometrischen Folge auftre- 
tenden vier Variablen aA), Ge Na, seien jeweils drei gegeben. 
Dann läßt sich daraus der Wert der vierten Variablen berechnen. 
a) Stellen Sie für jeden dieser Fälle die allgemeine Lösungs- 

formel auf. 
b) Geben Sie in a) für den Fall, wo n gesucht ist, ein Verfah- 

ren an, das ohne die Verwendung von Logarithmen auskommt. 
c) Führen Sie die Verfahren, mit Ausnahme der Bestimmung von g; 

jeweils graphisch durch. 
d) Konstruieren Sie zu jedem der vier Fälle in a) eine Aufgabe. 

Aufgabe 3.12 

von einem radioaktiven Präparat werden durch Zerfall täglich 
2,5% seiner Masse in Folgeprodukte umgewandelt. Wie groß ist die "Halbwertszeit" des Präparates, d. h. die Zeit, in der die Hälfte seiner Substanz zerfallen ist? 

Aufgabe 3.13 

Die Halbwertszeit einer Substanz beträgt 100 Jahre. Wie groß 
ist der jährliche Zerfallsfaktor? 

Aufgabe 3.14 

Altersbestimmung mit Hilfe der Halbwertszeit 
Unter dem Einfluß der kosmischen Strahlung entsteht in der At- 
mosphäre aus Stickstoff das Kohlenstoffisotop C 14, das mit 
einer Halbwertszeit von 5730 Jahren zerfällt. Bis zum Beginn 
dieses Jahrhunderts war der Anteil des radioaktiven Isotops 
C 14 am gesamten Kohlenstoff der Atmosphäre konstant (1,5 * 19°1?,, Solange ein Organismus, Pflanze oder Tier, seinen Stoffwechsel aufrechterhält, enthält er C14 in derselben Konzentration wie die Atmosphäre. Nach seinem Absterben zerfällt das in ihm ent- haltene C 14, ohne daß neues C 14 aufgenommen wird. Der Anteil des radioaktiven Isotops am gesamten Kohlenstoff im Organismus nimmt also vom Zeitpunkt des Absterbens an ständig ab. Bei der Analyse einer Leinenumhüllung von biblischen Schriften- 
rollen vom Toten Meer fand man einen C-14-Gehalt von 1,110 "+*, Berechnen Sie daraus das Alter der Leinenumhüllung.
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Aufgabe 3.15 

Begründen Sie: 
a) Das sukzessive Wachstum einer Substanz um erst p% und da- 

nach um q% ist nicht gleichwertig einem Gesamtwachstum um 

(p+g)%. Geben Sie das zusammengefaßte Wachstum richtig 

wieder. 

b) Warum könnte man bei rein empirischer Betrachtungsweise 

von kleinen Prozentsätzen p und q (p, 9 s 10) dennoch zu- 

nächst den in a) angedeuteten Sachverhalt vermuten? 

& 4 Vollständige Induktion 

Wir betrachten die folgende Entwicklung: 

1 
1+8 = 9 
1+8+27 = 36 
1+8+27+64 = 100 
1+8+27+64+125 = 225 

Wie könnte die nächste Zeile lauten? Ist ein allgemeines Bildungs- 

gesstz erkennbar? 

Schauen wir uns den jeweils hinzukommenden Summanden an: 

8 = 2° 
27 = 3? 
64 = 4° 
125 = 5? 

Wir können also auch schreiben: 

1 
at 
19227 +3° - 36 
1°+2°+3°+4° = 100 
13422? +3? +4°+5° = 225 

Die nächste Zeile lautet also offenbar: 

1°+ 2° +3? +4° +5? +6°= 44 

Dies ist auf den ersten Blick nicht weiter aufregend. Irgendeine 

Summe müssen die links stehenden dritten Potenzen ja ergeben. Aber 

schauen wir uns die Summen jeweils etwas genauer anı 

1=1?, 9=32, 36=6?, 100=10%, 225 = 152, 44l= 212 

Es sind lauter Quadratzahlen! Aber damit nicht genug: Die Basis 

ergibt sich als Summe der links stehenden Basen der dritten Poten- 

zen: 

13 # ı2 

13+23= (1+2)? 

13+2°+33= (1+2+3)? 

13+23+33 +43 = (1+2+3+4)? 

Auch die beiden folgenden Gleichungen erfüllen diese Gesetzmäßigkeit.
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Geht es so weiter? 

1a a2? a3 sata 5?+6?4 7° = 784= (1+ 243444546472 
Es sieht so aus. Wenn wir entsprechend dem Bildungsgesetz weitere 
Gleichungen aufschreiben, werden wir feststellen, daß die beob- 
achtete Gesetzmäßigkeit erhalten bleibt. Können wir nun behaupten, 
daß für jede natürliche Zahl n die Gleichung 

1’ 2°+3°4....n? = (1+2+3#4...+n2 (4.1) 
richtig ist? Dies wäre eine Aussage über unendlich viele Zahlen. 
Eine Überprüfung des Gesetzes (4.1) anhand von konkreten Beispie- 
len kann sich jedoch nur auf endlich viele Fälle erstrecken. 

Ein allgemeiner Beweis von (4.1) muß sich also auf grundsätzlich 
andere Mittel stützen. In ihn müssen die fundamentalen Eigenschaf- 
ten einfließen, die zur Konstruktion der natürlichen Zahlen heran- 
gezogen werden. 

Eines dieser grundlegenden Merkmale der natürlichen Zahlen ist das 

Prinzip der vollständigen Induktion 

Enthält eine Menge M von natürlichen Zahlen die Zahl 1 } 

(IND 1) 
und mit jeder natürlichen Zahl k auch deren Nachfolger 
k+1l, so enthält M alle natürlichen Zahlen. 

Eine gleichwertige Formulierung lautet: 

Ist A,s Aus Azseesr Als... eine Folge von Aussagen und E I 2 3 n 
gilt 

A, ist wahr und 
T: wenn A, wahr ist, so ist auch A,, wahr, KIND: 2) 

so ist jede Aussage der Folge wahr. 

Der Zusammenhang zwischen (IND 1) und (IND 2) ergibt sich aus der 
Festsetzung: 

M = Menge aller derjenigen natürlichen Zahlen k, für die A, 
wahr ist. 

(IND 2) wird in etwas laxerer Formulierung gelegentlich auch fol- 
gendermaßen wiedergegeben: 

Gilt eine Aussage für die Zahl 1 und folgt aus der Gültigkeit 
für k auch stets die Gültigkeit für k+1, so gilt die Aussage 
für alle natürlichen Zahlen. " 

Eine schöne bildliche Wiedergabe des Induktionsprinzips (siehe 
zZ. B. A. Kirsch, Elementare Zahlen- und Größenbereiche) ist in der 
folgenden Veranschaulichung gegeben. 

Man stelle sich eine Reihe von Dominosteinen vor: 

.t 
Abb. 4.1 1 2 3 4 5 6 7 k k+1l 

Fällt der k-te Stein nach rechts, so fällt auch der (k + 1)-te 
Stein. Der k-te Stein kann fallen oder auch nicht. Wenn jedoch 
der 1. Stein fällt, so fallen alle Steine. Wir können nun den 
l., 2. und 3. Stein stehen lassen und erst den 4. Stein umstoßen. 
Dann fallen alle Steine ab dem 4. Stein. 

Entsprechendes gilt auch beim allgemeinen Induktionsprinzip:
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Enthält eine Menge von ganzen Zahlen die Zahl a und 

mit jeder ganzen Zahl z auch die zahl z +1, so ent- 

hält M alle ganzen Zahlen, die größer oder gleich a 

sind. 

(IND 3) 

Aus dem Prinzip der vollständigen Induktion ergibt sich das folgen- 

de Beweisschema für Aussagen, die natürliche oder ganze Zahlen 

enthalten: 

Induktionsverankerung 

Man zeige, daß die Aussage für die natürliche Zahl 1 bzw. für 

die ganze Zahl a gilt. 

Induktionsannahme 

Man nehme die Gültigkeit der Aussage für eine beliebige 

zahl k (k za) an. 

Induktionsschluß 

Man folgere aus der Induktionsannahme die Gültigkeit der 

Aussage für die Zahl k +l. 

Bemerkung: An Stelle der obigen Induktionsannahme wird oft auch die 

(nur scheinbar stärkere) Annahme verwendet: 

Man nehme die Gültigkeit der Aussagen für alle zahlen i mit 

si sk (bzw. asizsk)oan. 

Beispiel 1: Für jede natürliche Zahl n gilt: 

n# 1 
rar. (4.2) 

Von €. F. Gauß (1777-1855), einem der größten Mathematiker aller 

Zeiten, wird berichtet, daß er als Schuljunge die vom Lehrer ge- 

stellte Aufgabe: "Addiert alle Zahlen von 1 bis 100" nach dem 

folgenden Schema löste: 

1+ 2 + 3#+ At...+ 98 +99 + 100 

100 + 99 + 98 + 97 #...+ I3+ 2 + 1 

Also ist 100 - 101 das Doppelte der gesuchten Summe. Das Gaußsche 

Verfahren ist unmittelbar auf den allgemeinen Fall übertragbar. 

Es läßt sich auch geometrisch veranschaulichen: 

Drehung der "Treppe" 

n+1 

  

Abb. 4.2 N 
n 

Obwohl man also offenbar nicht jeden Beweis, in dem natürliche Zah- 

len vorkommen, formal mit vollständiger Induktion durchführen muß, 

sei dies für (4.2) zur Verdeutlichung des Induktionsbeweises hier 

trotzdem getan. 

Induktionsverankerung 

Für n = 1 ist die Aussage richtig: 1 = —
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Induktionsannahme 

Sei k eine beliebige natürliche Zahl, und es gelte: 

i*2#34u#Kk ie 

Induktionsschluß 

l# 2 m... #Kk# (k#+1) = (1l+2#+...+k) + (k+1l) = 

- k(k+1)+2(k+1) - (k+1) (k+2) _ Kkik+1) 
“zZ ten) 3 3 

Wenden wir uns nun wieder dem nicht so leicht durchschaubaren 
Ausgangsbeispiel zu: 

Beispiel 2: Für jede natürliche Zahl n gilt: 

tagt a g* Hu..tn = (2 3 Hau # n)? 

Induktionsverankerung 

Für n = 1 erhält man j? = 9, also eine wahre Aussage. 

Induktionsannahme 

Für k 2 1 gelte: 

1° 8 2° 2...r ck? = (l#2n,...HK)? 
Induktionsschluß 

Es ist zu zeigen, daß damit auch 

ri Ve ae AT. (k+1))? 
gilt. Nun ist 

e2te3tr... ke)? 1324... (keie 
= (1+2+3+...+k)?+(k+1)? 

2 . k* (k+1) Nach (4.2) können wir (1l+2+3+,,.,+k) ersetzen durch mi es ist also: 2 

(1+2+3+...+K)?+ (k+1)? = (elk zur) + (k+? = 
2 2 (Kk+1)? (& + Ken) = (key? Eck 

(kr)? (k+2? 5 (e2), in: 21)? - 
4 2 

Ki ET? 
Der letzte Schritt folgt wiederum aus (4.2). 
Damit ist der Induktionsschluß erbracht und die Aussage (4.1) be- 
wiesen. 

Aufgabe 4.1 

Beweisen Sie: 
a) Für jede natürliche Zahl n und für jede reelle Zahl x gilt: 

(Irxrx?r...Hx (ix) = 1 ger (4.3) 
b) Für jede natürliche Zahl n und für beliebige ganze Zahlen 

aundb gilt: 

a-b ist ein Teiler von a" -p",
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Letzteres soll heißen: Es gibt eine ganze Zahl c mit der 

Eigenschaft: 

(a-b) 'c >= at» 

Geben Sie c in Abhängigkeit von a und b an. 

Aufgabe 4.2 

Beweisen Sie: Für jede natürliche Zahl n und für jede reelle 

Zahl x (mit x > -1) gilt: 

(1+x)" 2 1+nx (4.4) 

Bemerkung: (4.4) heißt auch die "Bernoullische Ungleichung". 

Aufgabe 4.3 

Untersuchen Sie, für welche natürlichen Zahlen r die unglei- 

chung r? < 2” gilt. 

Aufgabe 4.4 

Zeigen Sie: Eine Landkarte, deren Län- 

dergrenzen aus Geraden bestehen, die 

von Rand zu Rand verlaufen, läßt sich 

mit zwei Farben so färben, daß benach- 

barte Länder stets verschieden gefärbt 

sind. 

  

Abb. 4.3 

Aufgabe 4.5 

Zeigen Sie: Für jede natürliche Zahl n gilt: 

1? + 22+32+...+n? = an allen 1) 

Neben dem Beweis durch Induktion spielt in der Mathematik auch das 

Prinzip der "Definition durch Induktion", das meist als "rekursive" 

Definition bezeichnet wird, eine wichtige Rolle. Die Berechtigung 

dieses Verfahrens basiert auf dem "Rekursionssatz", siehe zum Bei- 

spiel Oberschelp, Seite 19. 

Beispiel 3: Potenzen 

Es sei a eine beliebige reelle Zahl. Wir definieren: 

1, n+tl n 
aa und a savıa 

Diese rekursive Definition stellt eine Art "Maschine" dar, die uns 

5 
beliebige Potenzen liefert, z. B. a’. 

2 1 
ar aeg ae 

3 2 ar =sat'a=- ara ra 

a! = a’ 'a=-a-ara-a 

a° = a-a=sara-araca 

Beispiel d: Die Fakultät 

Die rekursive Definition 1! =1 und (n+1)! =n!* (n#+l1l) 

liefert: 

1-1 

2 = 112 = 2 
3l=21 3=2:3=6 

al = 31-4 =6-4 = 24 
51 = 41.5 = 24.5 = 120
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Beispiel 5: Das Summenzeichen = (griech.: "Sigma") 
Es sei eine Folge (a,); gegeben. Für viele Fragestel- ie 1: 2 3a 
lungen ist es wichtig, eine neue Folge, die Folge (s,) 

i =1, 2, da 
der Teilsummen (Partialsummen) von (a,) zu bilden. Dazu definie- 
ren wir: 

4 

Sa+ı . St Ans 

Diese "Maschine" liefert uns: 

s,”=a 
5, = s,+a, = a, +a, 

Ss, = s.+a, = a + A, a, 

Ss, = s,+a, = A; Ay # a,ra, 

Die Bezeichnung S„ für die Glieder der neuen Folge hat den Nach- 
teil, daß die ursprüngliche Folge (a,) darin nicht mehr zu erken- 
nen ist. Man schreibt deshalb meist für s.! 

n 

a 
i=1 

Es ist also: a,=a 
i 1 

1 

1 

i= 

+1 n 

und a, ® 2a, a 
i=l i=l 

Aufgabe 4,6 

Die Folge (a,) sei gegeben durch: a, 

  

(i-1)(i-2) 
2 

(i-1)(i-2) 
2 

  

n n 

Statt >,a, schreibt man auch 2 
i=l i=1 

a) Schreiben Sie die Anfangsglieder a,a 1 za 
der Folge (a,) auf. 

a a a 
3" 4." 5t Brett 

b) Schreiben Sie die Anfangsglieder 5; Rn - Be der zu- 
gehörigen Teilsummenfolge (s ) auf. 

ı c) Zeigen Sie: 

a - ıln-1)-(n-2) 
u i 

  

M
:
 

n ı 

Bemerkung: Oft möchte man eine Folge nicht ab dem. Glied, sondern z. B. ab dem 5. Glied aufsummieren. Die entsprechende rekursive 
Fassung lautet dann:
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5 n+l n 

Zi = a, und Ai = (2 a) Fa 

= j= 

Aufgabe 4.7 

Zeigen Sie für die Folge aus Aufgabe 4.6: 

> 2 a. = a. 
iel " i=3 " 

Aufgabe 4.8 
n 

Stellen Sie eine Vermutung darüber auf, wie sich >, (2K + 1) 

k=0 

einfacher schreiben läßt, und beweisen Sie dies. 

& 5 Folgen und Differenzen 

B.i] Erste und zweite Differenzen 

Die Folge (c) in$ 1, 

3, 14, 33, 60, 95, 1381... 1 

unterliegt, wie wir leicht überprüfen können, weder dem arithmeti- 

schen noch dem geometrischen Bildungsgesetz. Wir beginnen mit den 

Zahlen zu spielen. Da wir mit der Bildung der Differenzen aufein- 

anderfolgender Zahlen schon einmal erfolgreich waren, versuchen 

wir es noch einmal mit der Differenzenbildung nach dem Grundsatz: 

"Eine Methode, die einmal geholfen hat, läßt sich durch Variation, 

Ausbau und Vertiefung häufig nochmals nutzbringend anwenden": 

3 14 33 60 / 138 

Differenzen: 11 19 27 35 43 

Abb. 5.1 

Wie man durch weitere Differenzenbildung erkennt, handelt es sich 

bei obiger Differenzenfolge um die Anfangsglieder einer arithmeti- 

schen Folge: 

Erste Differenzen: 11 19 27 35 43 

Zweite Differenzen: 8 8 8 8 FRE: 

Zur besseren Übersicht ergänzen wir das Bild zu einem vollständi- 

gen Differenzenschema: 

Folge: 3 14 33 60 95 138 =. 

Erste Differenzen: il 19 27 35 AI nie 

Zweite Differenzen: 8 8 8 B 5 

Dritte Differenzen: 0 0 Ü er 

Im Hinblick auf die Suche nach einem einfachen Bildungsgesetz für 

unsere Ausgangsfolge erscheint es sinnvoll, die Folge der ersten 

Differenzen als eine arithmetische Folge mit Schrittweite 8 anzu- 

setzen. Nennen wir etwa (ausgehend von der Folge a, ” 33 a, = 14,
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a, = 33) die Glieder der Folge der ersten Differenzen Ir so erhal- 

ten wir: 

4, =a,-a, = 11 

d, =a,nma,® 19 

d, =a,07a, = 27 

und so weiter, d. h.: 

d, = d, + 8 

d, = d, +8 

d, = d, + 8 

Was bringt uns diese Erkenntnis im Hinblick auf die Analyse der 
Ausgangsfolge (c) aus $1? Wir setzen einfach ein: 

a) = 3 

a, = 14=a, +d, 

a, = 33 = a, +d,=a, + a, + d, 

AT An * An 7 a, Hd, rd, tet dd, 
Die Folge (d.), haben wir als arithmetische Folge aber ii = 1; 2; I 

im Griff. Ihr allgemeines Glied lautet (siehe Aufgabe 1.10): 

d.,=d, + (i-1)'8 = 11 + (i-1)-8 
1 

In (5.1) eingesetzt, ergibt dies: 

a, ® 3 

a, =3+ 11 = 14 

a, =3 +11 + (11+8) = 33 

a =3 +11 *+ (11#+8) *+ (11+2°8) +#...+ (11 + (n-2)*8)= =3 + (n-1)-1l + (1+2#4...+{n-2))-8 = 
(in-17-.112 „ Jaz2lin-1}., = 3 + 5 

2 2 =3+11n- 11 + 4n” - 12?n+8 = 4n" -n 

Es ist also: 

a, an? -n= n-(4n-1) 

Probe: a, =1'3=3 

a, 2:7 = 14 

a, = 3-11 = 33 

a,” 4-15 = 60 

a, = 5:19: = 195 

a, = 6:23 = 138 

5.2] Folgen mit konstanten zweiten Differenzen 

Wir wollen das vorhergehende Beispiel nun allgemein fassen. Es 
sei Ay Ay Ayıee. eine Folge mit dem Differenzenschenma:
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a, a, a, Ay a ... A an a. ... 

nr \r NEnNG EN 
9, 2 3 4 —_ n-2 n-1 °"" 
nf sr ws swf 

€ © © si c a 
Abb: 5:2 

Für das allgemeine Glied a gilt dann: 
n 

aa + d = 
n n=-1 n-1l 

= Au + d_> + Ai 2 su. = 

a EA Wen A 9 A 
Da die 4, eine arithmetische Folge mit Schrittweite c bilden, ist 

4 = d, # (el) Cs FÜR a folgt daraus: 

a, a, * a, + d, + d, Fa g. = 

=a, + a, + (a, wen # td, +26) +.4+t Id, * (n-2)=» ec), 

und somit 
(n-1)in=-2) 

a =a, + (in-1)rd, + 3 
n 1 "cc (5:2) 

5. 3] Höhere Differenzen 

Wir wollen den Prozeß der Differenzenbildung noch weiter fortsetzen. 

Dazu benötigen wir aber zuerst eine übersichtliche Schreibweise. 

Es sei eine Folge a. a, air gegeben. Die Folge ihrer ersten 

Differenzen bezeichnen wir mit 

ad, aD), „m 
kerer 

1 2 3 

wobei 

al!-a -a 
1 2 1 

all!-a a 
2 3 2 

al!=-a -a ist. 
i i+l i 

Die Folge der zweiten Differenzen von (a ) bezeichnen wir mit 
n 

.».r a2), al??, alay . 
3 

wobei 

st) = al) „y WM 
1 2 I 

al)! - all! -.:() 
2 3 2 

al?) = a -aı 1S5E«s 
i i+l i 

Man beachte, daß die Folge der zweiten Differenzen der Folge (a ) 
(1) 

) 
n 

n 

zugleich die Folge der ersten Differenzen der Folge (a ists
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Wir setzen den Prozeß der Folgenbildung sinngemäß fort und bilden 
die Folgen der dritten Differenzen, vierten Differenzen, usw. 

Allgemein bezeichnen wir die Folge der r-ten Differenzen von (a ) 
mit n 

( ae... 
ä (r) _ wel) = {r-1) x 

wobei a, = arıı a, ist: 

(Vergleiche: Prinzip der rekursiven Definition in $ 4.) 

Den Prozeß der iterierten (= wiederholten) Differenzenbildung kön- 
nen wir übersichtlich im folgenden Differenzenschema darstellen: 

a, a, a, a, a, a, a, ee. 

(1) 2) (1) (1) (1) (1) a, a, a, a, a, a, a 

(2) (2) (23 (2) (2) 
a, a, a, a, a, 5 

(3) (3) (3) (3) 
a, a, a, a, Ar 

(4) (4) (4) 
a az a3 

Wir haben bisher Situationen untersucht, in denen die Folge der 
ersten Differenzen und die Folge der zweiten Differenzen konstant 
waren. Beidesmal gelang es uns, das "allgemeine Glied" a, der Fol- 

ge durch eine geschlossene Formel auszudrücken. Wir wollen nun 
versuchen, ob uns dies auch in dem Falle gelingt, daß erst die 
Folge der dritten Differenzen konstant ist. 

Gegeben sei also eine Folge (a n=ı 2,3 mit dem folgenden 
Differenzenschema: Zt 

a, a, a, a, a, a, a = 

(1) (1) (1) (1) (1) 
a, a, a, a, a, ae 

(2) (2) (2) (2) 
a, a, a, a, 6 

c ce € 2% 

0 0 ca 

Es istalsoa!? =c (für alle i). 
a (3) (1) wenn wir beachten, daß die Glieder a, bezogen auf die Folge (a, ) 

die zweiten Differenzen darstellen, so erhalten wir unmittelbar 
aus (5.2): 

a 
i 1 

Nach Definition der ersten Differenzen lassen sich nun die Glie- 
der der Folge (a) folgendermaßen entwickeln: 

+ ira?) „ deli. (5.3) 

a 

[ 5 
Sy = 1 

= (1) o (1) (1) a3 a, + a, a] + a # a, 

a au Tall al he 
a 3 3 1 1 3 3
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... 

  

  

ui (1) _ (1) (1) (1) (1) 
a aatra ra ra, reed An 

Mit (5.3) £olgt hieraus: \ 

_ (1) (1) (2) (1) „„(2) 
aa, ra, m + a ) + a + 2 a, + el, Foo 

m = (1) 
u. a, = a, 

...t tal" + (in-2).a/? + ma2llnilcı 
L I. 

= (1) 
=a 

n-1l 

Durch Umordnung der Summanden erhalten wir: 
H=l., s 

a =a + (n-1leall) + (1+2+3+...+1n-2))al2) y2 UN 005.4) 
n 1 1 1 a 2 

Hierbei ist zunächst wieder: 

1+2+3+...+(n-2) meine 

Weiterhin ist nach Aufgabe 4.6 und 4.7: 

> u-nuü-n) _ in=-4rkn-2j in - 
i=3 # - 6 

Insgesamt erhalten wir das Ergebnis: 

a, a, * (n-1) al! + u + a u (5.5) 

ist das allgemeine Glied der Folge (a,) mit Anfangsglied a, den ' 

Anfangsdifferenzen a, und a,” und den konstanten dritten Dif- 

ferenzen a1?) = c (für alle i). 

Wenn wir beachten, daß 2 = 2! und 6 = 3! ist, können wir die Glei- 

chung (5.5) zunächst auch etwas umständlicher schreiben: 

_ (n-1) _(1) ,„ (n-1) (n-2) _(2) , (n-1) (n-2) (n-3), 
at u ° 2! u 31 ° 

Diese Fassung ist besser geeignet als (5.5), um Vermutungen anzu- 
stellen, wie es weitergeht: 

Vermutung 1: Ist (a) eine Folge, deren vierte Differenzen konstant 

  

sind, etwa a,* ee El 2%, Bu), SO gie: 

Mi (a=i in-2) Ins) im-äl.. ö.6 

Vermutung 2: Ist (a,) eine Folge, deren r-te Differenzen konstant 

sind, etwa al” =e (i=-15, 2, 3r+:.), so aült: 

a, Fa, + Cm alt) + — a,” Fu 

wi (n-1)({n-2)in-3)...In-r).. (5.7) 
ei!
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Aufgabe 5.1 

Beweisen Sie die beiden obigen Vermutungen. 

Multipliziert man in (5.6) bzw. (5.7) die Klammern aus, so erhält 
man Ausdrücke der Form: 

2 
= + Fat a a = © a, = e,n C,_,? c,n gu & 

mit festen Zahlen ©,.Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man 

auch ein Polynom in der Variablen n. Die Zahlen ©, heißen die Koef- 

fizienten des Polynoms. Ist c, von Null verschieden, so heißt r der 
Grad des Polynonms. 

Unter etwas anderem Blickwinkel spricht man aus algebraischer Sicht 
meist eher von einer "Unbestimmten" als - wie oben - von einer 
"Variablen". Wir wollen auf diesen Unterschied hier jedoch nicht 
eingehen. 

Aufgabe 5.2 

Bestimmen Sie die höheren Differenzen zu der Folge mit den 
Anfangsgliedern 

4516, 6788, 9307, 12009, 14 830. 

a) Geben Sie ein Polynom f(n) an, das diese Werte an den Stel- 
len n=1, 2, 3, 4, 5 annimmt. 

b) Drücken Sie f(n) als Polynom h(k) in der Variablen k aus, 

wo k = — l ist. 

ce) Vervollständigen Sie die folgende Tabelle mit 
m = 10 000°k + 16 000: 

  

n k m £(n) =h(k) = g(m) 

4516 

6788 

12 009 

1 

2 

3 9307 

4 

5 14 830 Abb. 5.3 

  

d) Ermitteln Sie die Einkommensteuer zu den in der Spalte un- 
ter m gegebenen Jahreseinkommen nach der Tabelle des Grund- 
tarifs (Einkommensteuergesetz von 1975, $S 32a). 

e) Vergleichen Sie das Polynom h(k) mit dem gesetzlich vorge- 
gebenen Polynom zur Berechnung der Steuer zwischen 16 020 
und 48 000 DM. 

f) Erklären Sie die geringfügigen Abweichungen bei den Koeffi- 
zienten. 

g) Berechnen Sie die Einkommensteuer (nach Grundtarif) für die 
Einkommen von 24 000,- DM und 36 390,- DM. 

5.4] Umkehrung der Fragestellung: Folgen, die durch Polynome gegeben sind 

Bei den Untersuchungen in Abschnitt 5.3 waren wir von der Frage 
ausgegangen, wie die geschlossene Darstellung einer Folge lautet, 
die eine konstante Differenzenfolge besitzt. Wir erhielten Lösun-
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gen, die eine furchteinflößende Länge besaßen, z. B. (5.7): 

Für a = c ist: 

_ (in-1) _(ı) „(n-1)in-=2) _(2) (n-1)(n-2)...(n-r), 

tee a‘ 2! u r! © 

Wir wollen dieses Ungetüm einmal respektlos zerlegen. Für eine fest 

vorgegebene Folge sind 

a, 

(1) _ 
Zn 

2) __U) _,U) _ _ _ - = - 
a, =a, a] (a, a,) (a, a,) a, 2a, + a, 

... 

feste Zahlen, die zur Berechnung von a_ einzusetzen sind. Dasselbe 

gilt für c. N 

Zum Beispiel galt für unsere zuerst betrachtete Folge 

3; 4. 33, 60. 25, 13dna 
(1) a, = 35a, zsa,-a, ® 14 - 3 = 11 

(2) = (ıı) _,„ı) _ _ En nn = 
7a a = la, -a,)-ta,-a)=8 

In diesem speziellen Fall war bereits ai”) = c, es war also c=8, 

und das allgemeine Glied lautete: 4 

_ (n-1) _(ı) (n-1l)(n-2) 
arte 2! « 

Daraus folgt 

a, 3+(n-1)'1l + (n-1l)(n-2)-4 

und somit 
2 

a, an -n 

Das Beispiel und die Vorüberlegung dazu zeigen, daß bei jeder vorge- 

gebenen Folge mit konstanten r-ten Differenzen das allgemeine Glied 

a, in ganz bestimmter Weise von der Variablen n abhängt. Wenn wir 

in der Gleichung (5.7) die Klammern ausmultiplizieren, sehen wir, 

daß n in a in verschiedenen Potenzen vorkommt. Fassen wir noch Sum- 

manden mit”derselben Potenz von n zusammen und ordnen wir die Po- 

tenzen von n, so erhalten wir für a einen Ausdruck der Form: 

r r=l 2 
k,n + k,_,n tu..r k,n + kn + Ko (5.8) 

Dabei sind Kuren K, feste Zahlen (Konstanten). Der Ausdruck 

(5.8) stellt somit ein Polynom vom Grade r in der Variablen n dar. 

Je nachdem, aus welchem Zahlbereich die Glieder der Folge (a,) 

stammen, sind die Koeffizienten K, ganze Zahlen, Brüche, reelle 

oder komplexe Zahlen. 

Die Quintessenz des Abschnitts 5-3] war die Erkenntnis: Ist für 

die Folge (a) die r-te Differenzenfolge konstant, etwa al?) =c 

(ce = 0), so ist a, als ein Polynom vom Grade r in n darstellbar. 

Speziell gilt: Ist insbesondere r =1 (arithmetische Folge), so 

ist das Polynom vom Grade 1: 

= = (1) 
a, + in-1)d (d = a; }
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Polynome vom Grade 1 nennt man auch linear . 

Es liegt nahe, die Frage nach der Umkehrung des oben betrachteten 
Sachverhalts zu stellen: 

Es sei (a,) eine Folge, deren allgemeines Glied a, nel; 2; 3, 0% 

die Form eines Polynoms in n hat, etwa: 

E 1 2 
= + tın.t + + a, c,n Fu e,n en <, 

kann man hieraus Schlüsse über die Konstanz der Differenzenfolgen 
von (a) ziehen? 

3 Beispiel: Es sei a_ = 2n’ - n?+4. Die Anfangsglieder der Folge n 
lauten dann: 

5 16 49 116 229 400 641 ... 
Erste Differenzen: 11 33 67 113 171 241 ae 

Zweite Differenzen: 22 3a 46 58 W 288 

Dritte Differenzen: 12 12 12 12 BEE 

In diesem Beispiel gilt also auch die Umkehrung: Das allgemeine 
Glied der Folge ta) ist ein Polynom dritten Grades in n, und die 

dritten Differenzen erweisen sich als konstant. 

Wir wollen den allgemeinen Fall zunächst noch einmal sauber for- 
mulieren: 

Satz 5.1 

Es sei a a eine Folge, deren Glieder a, sich als 1 Aygr Azıee- 

Werte eines Polynoms vom Grade r inn ergeben, etwa 

a=cen +c u & n r r-1 2 1 o 
Dann ist die Folge der r-ten Differenzen der Folge (a ) kon- 
stant. \ n 

Beweis mit vollständiger Induktion nach dem Grade r des Polvnons: 

Induktionsverankerung 

Es sei r = 1. Dann gilt für alle n; 

a, zen+c, 

Es liegt eine arithmetische Folge mit konstanten ersten Dif- 
ferenzen vor, denn 

at =a = e,In+ I) 8e n n+1 = (e,n+c,) =c 
Ö 1 

Induktionsannahme 

Die Aussage sei richtig für Polynome vom Grade k (oder von 
kleinerem Grade). 

Induktionsschluß 
Die Glieder a, seien gegeben durch: 

k+l k 2 
= + c +...+ + + En 441? ga ©,n en <o 

Für die Folge der ersten Differenzen a gilt: 

all! za -a = 
n n+l n



$ 5 Folgen und Differenzen 
4 

k+l k 2 
= S,,j Intl) + e,(n+1) Fine at c,(n+1) + ce, {n+l) + ©,” 

k+l_ k_ = 2 _ 15.9) 

Cyyı cn ...7 C,N e,n Co 

Auch vor diesem Ausdruck sollte man nicht respektvoll zur 

Salzsäule erstarren. Wir müssen uns nur klarmachen, was wir 

eigentlich wollen. Falls es uns nämlich gelingt, zu zeigen, 

; i (1 

daß die Glieder der Folge la, oe 2,3 Werte von Poly- 
r 2r [eu 

nomen in n vom Grade k (oder kleiner) sind, dann wissen wir 

nach Induktionsannahme, daß die k-te Differenzenfolge der 

Folge (al) und somit die (k+1l)-te Differenzenfolge der Fol- 

ge (a) konstant ist. 

Es bleibt also nur zu zeigen, daß der Grad von alt 

als k+1 ist. Die einzigen Summanden in (5.9), die dies ver- 

hindern könnten, sind 

kleiner 

k+l _ k+l 
Sy, +1) und Sy, * 

5 k+l k+l 5 ; 

Nun ist (n+1) =n + p(n), wobei p{n) ein Polynom vom Grade 

k ist. Also heben sich die beiden Terme 

c ge und = ie nr+1 auf. 
EN k+l K+l 

a. ist somit ein Polynom von kleinerem Grad als k+1l, und 

die Aussage ist bewiesen. 

[5.5] Differenzen bei geometrischen Folgen 

Schon das Differenzenschema 

1 2 4 8 16 32 64 

1 2 4 8 16 32 BT 

1 2 4 8 16 8 

1 2 4 8 ararre 

zeigt uns, daß die Verhältnisse bei geometrischen Folgen offenbar 

anders liegen als bei den polynomialen (* durch Polynome definier- 

baren) Folgen des vorigen Abschnitts. 

Allgemein sieht das Differenzenschema der durch 

An+l . ara, 

gegebenen geometrischen Folge mit Anfangsglied a, folgendermaßen 

aus: 
2 4 

Folge a ga] g a, da, q a Dar. 

Erste 2 3 4 

Differenzen a, (q-1) a alq-1) a4 (9-1) a4 (q-1) a4 (g-1) ».- 

Zweite 

Differenzen a (q-1)2 a aan? ad {gq-1)? ad (q-1)? ... 

Dritte 

Differenzen a (gq-1)? a glg? ar (1? ... 

Die Folge der r-ten Differenzen ist dann entsprechend obigem Schema:
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a, ‘a - 118, a, alq =1]® „ a, ga? (q SEE a 

Diese Folge ist natürlich im allgemeinen nicht konstant. Konstanz 
liegt nur vor, falls 

a, (a=1° = a Pa (für alle n), 

das heißt, falls 

(1.) & =0 oder (2...) q=1 ist. 

$ 6 Zum Begriff der Differenzengleichung 

wir haben gesehen, daß man aus vorgegebenen Folgen Gleichungen ge- 
winnen kann, in denen gewisse Differenzen der Folgenglieder auf- 
treten: 

Umgekehrt konnten wir aus Gleichungen, in denen solche Differenzen 
auftraten, die gesamte Folge (ausgehend von gewissen Anfangswer- 
ten) wiedergewinnen. 

Schematisch haben wir die folgende Situation: 

  

  

      

Folge Gleichung 

Beispiele: 

ar = +:d; A, ee - a, = d; Anfangsglied: a, 

2,0, 0, S?,...m——a, "ur 

Anfangsglieder: a, = le; a, = 4 

a, 14: ga’a,, grau... ea, =qa, Anfangsglied: a, 

Abb. 6.1 

Gleichungen, wie sie rechts auftreten, wollen wir als Differenzen- 
gleichungen bezeichnen. 

Definition 6.1 

Eine Gleichung, die eine Beziehung zwischen den Werten einer 
Folge (a) 5. an je n+1 aufeinanderfolgenden Stellen 

tr ’ v.o.. 

EEE Ban, herstellt, heißt Differenzengleichung (DG) der Ordnung n. 
a 

(Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, daß wir in obiger Defi- 
nition als Laufvariable für die Folge Ayr Ayr Ayıee die Variable 

k an Stelle der bisher verwendeten Variablen n gewählt haben. Dies 
tun wir, um die Variable n für die Ordnung der Differenzenglei- 
chung frei zu halten, wie es meist der in der Literatur gebräuch- 
lichen Terminologie entspricht.) 

Bei der Mathematisierung verschiedenster Probleme stößt man häufig



$ 6 Zum Begriff der Differenzengleichung 4l 

zunächst auf rekursive Beschreibungen der Probleme, die sich dann 

meist ziemlich direkt in konkrete Differenzengleichungen überset- 

zen lassen. 

Beispiel: Eine Treppe hat 10 Stufen, Wie viele Möglichkeiten gibt 

es, die Treppe hinaufzugehen, wenn man beim Hinaufsteigen entweder 

eine oder zwei Stufen auf einmal nehmen kann? 

Bei einer Treppe mit 3 Stufen gibt es die folgenden Möglichkeiten: 

Ka 
würde man die Anzahl der Möglichkeiten bei 8- und 9stufigen Trep- 

pen kennen, so ergäbe sich daraus 

    

Abb. 6.2 

aj]o " Ag * @g 

für die Anzahl der jeweiligen Möglichkeiten. Denn von der 8. Stufe 

führt noch ein Doppelschritt und von der 9. Stufe noch ein einfa- 

cher Schritt zur 10. Stufe. (Man mache sich klar, daß der Weg 

"..., 8. Stufe, 9. Stufe, 10. Stufe" dabei durch die zweite Vari- 

ante erfaßt ist.) 

Entsprechend gibt es bei einer Treppe mit k Stufen 

a (6.1) 
Pe 

Möglichkeiten, die Treppe (ein- oder zweistufig) hinaufzugehen. 

Für kleine Treppen erkennen wir leicht: 

a, = 1 
1 

a_ = 2 
2 

a_=3 

a =a, + = 
4 3 2 

ä =a + = 

5 4 3 
a,” 13; a,” 21; a,” 34; dä, ” 55% Ass = 89 

Wie aber lautet a oder a ? 
50 100 

Wir könnten den iterativen (= sich ständig nach demselben Schema 

wiederholenden) Prozeß natürlich fortsetzen, was aber sehr mühselig 

wäre. Tatsächlich hat man oft keine andere Möglichkeit. Man sollte 

in einem solchen Falle dafür sorgen, daß man einen programmierbaren 

Taschenrechner oder einen Kleincomputer zur Hand hat, der einem die 

eintönige, sich immer wiederholende Rechenarbeit abnimmt. 

Noch besser wäre es allerdings, wenn wir eine Möglichkeit hätten, 

a: direkt in Abhängigkeit von k (an Stelle von au-ı und a,_,) zu 

berechnen. Eine Formel, die eine solche direkte Berechnung von a, 

ermöglicht, nennt man auch eine explizite , im Gegensatz zu der in 

(6.1) gegebenen rekursiven Darstellung.
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Eine solche ist für unser Treppenproblem: 
k+l _jek+l 

ı E Beh ] (6.2)   

> 5 2 

Wir überprüfen einige Werte: 

1 15° 1-#2_ı 1 + 308 #5) - (1-38 »5]] _ a, | ( = 15) — = 
  

v5 2 4 

= de’. de = 
0,572 2 u 

_ 1+ 3:75 + 345 Pay? 1-3:48 43-45? 45° 
",; 8 8 

. 1LI65 + 10 45] = 26, 
5 8 8 

a a. ars," - a5, = ? 
10° v5 2 2 'J ; 

Wertet man den Ausdruck für ao mit dem Taschenrechner unter Zuhil- 

fenahme der y”-Taste aus, so erhält man den in Anbetracht der un- 
vermeidbaren Rechenungenauigkeit sehr brauchbaren Wert: 

= 89,000 081 

45 = 1 

1 

1 

= 2 

  

940 

Unterschiedliche Taschenrechnerfabrikate können - je nach dem ver- 
wendeten Näherungsverfahren - auch hiervon abweichende Werte geben. 

Durch das Überprüfen von Einzelwerten kann man natürlich nie die 
Allgemeingültigkeit der Formel (6.2) beweisen. 

Aufgabe 6.1 

Beweisen Sie die Formel (6.2). 

Selbst wenn die Gültigkeit der expliziten Formel unserer rekursiven 
Fassung allgemein bewiesen ist, wird man sich in Anbetracht der 
Kompliziertheit der Formel fragen: Wie kommt man auf solch einen 
Ausdruck? 

Dafür gibt es kein Patentrezept. Man kann .hier aber - wie auch auf an- 
deren Gebieten üblich - nach dem "Baukastenprinzip" vorgehen: 
1. Zerlege ein gegebenes komplexes Problem in kleinere, 

leichter überschaubare Teilprobleme. 
2. Löse die einzelnen Teilprobleme. 
3. Stimme (notfalls) die gefundenen Einzellösungen (6:3) 

aufeinander ab. 
4. Setze die Teillösungen zu einer Lösung des Gesamt- 

problems zusammen. 

Ein solches "blockweise" vorgehendes Verfahren bezeichnet man auch 
alsmodulares Problemlöseverfahren. 

Es findet in der Mathematik und besonders auch in der Informatik 
häufig Verwendung. Einige der höheren Programmiersprachen, die so- 
genannten "strukturierten Sprachen", sind so konzipiert, daß sie 
diese modulare Vorgehensweise beim Problemlösen besonders gut unter- 
stützen. Zur Zeit (1982) ist dies unter anderen bei den Sprachen 
PASCAL, ELAN und LOGO in hohem Maße der Fall. Die Sprache BASIC 
hat zwar andere Vorzüge, besonders den der leichten Lernbarkeit,
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sie unterstützt jedoch modulare Konzepte nicht so gut wie die oben- 

genannten Sprachen. 

Wir wollen nun die Haupttypen von Differenzengleichungen beschrei- 

ben. Aus Gründen der einheitlichen Darstellung, auch im Hinblick 

auf die Literatur zu diesem Thema, werden wir im folgenden die all- 

gemeinen Glieder einer Folge, die wir bisher meist mit a, gele- 

gentlich auch mit D. und dur bezeichnet haben, im Normalfall mit 

F bezeichnen. 

Zwei besonders einfache Fälle haben wir bereits gelöst, ohne uns 

vielleicht des rekursiven Charakters allzu bewußt zu sein: 

Die zur arithmetischen Folge gehörende Differenzengleichung 

Ft u (e4) 

hat die Lösung 

nen + (k-1) rd. 

Im Hinblick auf den Tausch der Laufvariablen, k statt n, sei hier 

nochmals an die Bemerkung im Anschluß an Definition 6.1 erinnert. 

Die zur geometrischen Folge gehörende Differenzengleichung 

-qy, = 0) (6.5) ‘y = gy (bzw. 
k+1l Yarı 

hat die Lösung 

u 
Y% g Yı 

Als weitere Differenzengleichung erster Ordnung haben wir in $ 4 

bereits das Beispiel 

y = (k+1)'y, (bzw. y 1 = (k+l)l'y, =D) (6.6) 
k+l 

kennengelernt. 

Diese drei Beispiele unterscheiden sich von der Gleichung 

ven + e’%k = sin(k) (6.7) 

dadurch, daß die Folgenglieder Y. nicht als Argumente von Funktio- 

nen und insbesondere nur in der ersten Potenz vorkommen. Man nennt 

die Gleichungstypen (6.4) bis (6.6) deshalb auch linear . 

Definition 6.2 

a) Eine Differenzengleichung der Form 

Ey £.(Kly, = g(k) 

(mit von k abhängigen Funktionen 

fr for gg :N—HM, 

wobei M =@ oder M = R oder M = C sei), heißt linear. 

Allgemeiner: 

b) Sei n eine feste natürlich Zahl und £, FE) DEWL 

g Funktionen vom Typ 

= | : N— M 
ı 

(mit M=@, R oder EC). Dann heißt die Differenzengleichung 

der Form  
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Et £ , 0 'y Est KR) Y.n* IT nt £,(K)'y, = ik) (6.8) k+n-l 

linear. 

Falls die Funktionen £,K) und £,K) nie den Wert Null annehmen, 

erstreckt sich die "Spannweite" der Differenzengleichung (6.8) 
Stets über die volle Länge n. Man sagt dann, die Differenzen- 
gleichung hat die Ordnung n. 

c) Falls die Funktionen £, (i=0,..., n) alle konstant sind, 

etwa: £o'k) = a, (für alle k) 

£, Ik) =a, (für alle k) 

£, (k) = di (für alle k), 

nennt man die Differenzengleichung 

AnYkın * nr Ykın-ı "rent AyYayız * Gy Yerı * ak = gIk) (6.9) 
eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Wenn in (6.9) die Konstanten a, und a, von Null verschieden 

sind, hat die Gleichung die Ordnung n. 
Diese Annahme wird man bei einer Schreibweise wie in (6.9) 
im Normalfall natürlich stets machen, da man im Falle von 
a = 0O bzw. a = O die Glieder a y bzw. ay gleich n 0 n”k+n O’k 
hätte weglassen können. 

Wenn also a, = 0 ist, können wir auch die Gleichung (6.9) 

ohne Veränderung der Lösungsgesamtheit mit a, "Aurchdivi- 

dieren", d. h., wir können ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit annehmen, daß der Koeffizient von Yy4n gleich l ist. 

Entsprechendes gilt auch in bezug auf Definition 6.2 b), 
wo wir im Falle von £,K) »0 «A(für alle k) die Gleichung 

(6.8) mit £, 'R) durchdividieren können. 

d) Ist auch noch die in (6.9) auf der rechten Seite auftreten- 
de Funktion g(k) konstant, etwa: 

gik) =b (für alle k), 

so nennt man die Gleichung 

+ 
AnYkın A1-17 

tm Frl, y =b (6.10) k+n-]1 k+2 a Yayı ’ AoYk 

eine Differenzengleichung mit konstanter Inhomogenität. 
Ist darüber hinaus b = 0, so nennt man die Gleichung homogen 
(andernfalls: inhomogen).   

Wir sollten uns noch den Lösungsbegriff für Differenzengleichungen 
klar vor Augen führen. Wie wir in $ 1 sahen, ist die Lösung der 
Folge 

Yırı " I * d (6.11) 
mit Anfangsglied Y, gegeben durch: 

En. (k = 1, 2,...) 

Die Lösung einer Differenzengleichung ist also stets eine Folge 
Flag 2,3 von rationalen, reellen oder auch komplexen Zahlen.
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Wenn wir den Anfangswert Y, nicht vorgeben, sondern nur die Glei- 

chung (6.11) betrachten, kommen noch weitere Lösungen in Frage, 

z. B. (y,) mit Yu” kd oder Fi * 17+ ka. 

Die Lösung einer Differenzengleichung ist im allgemeinen erst durch 

die Vorgabe von Anfangswerten eindeutig bestimmt. Wie wir uns an den 

betrachteten Beispielen klarmachen können, benötigt man im Falle ei- 

ner Differenzengleichung n-ter Ordnung n Anfangswerte Yır Ya 

ner Yo: 

Eine detailliertere Betrachtung der Lösungsbedingungen und Lösungs- 

mengen von Differenzengleichungen werden wir in den folgenden Ab- 

schnitten durchführen. 

Aufgabe 6.2 

Diskutieren Sie die Begriffe "Ordnung" und "Lösung" an den fol- 

genden Differenzengleichungen: 

a) (k+3) Ay 7 a: ® 0; a, ® 840 

b) (k-3) auyıı 7% 0; a, ® -4 

ce) (k-3)a -a =0; a, =-0d 
k+l k 1
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II LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 

& 7 Die Tilgungsgleichung (lineare Differenzengleichungen erster Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten) 

Beispiel: Tilgung von Darlehen 

Ein Bauherr nimmt bei einer Bank oder Bausparkasse ein Darlehen von 
100 000,- DM auf, das er im Laufe mehrerer Jahre durch periodische Zahlungen zu gleichen Beträgen zurückzuzahlen hat. Als Zahlungs- 
periode nehmen wir der Einfachheit halber ein Jahr an; der Bauherr 
zahlt stets zum Ablauf des jeweiligen Jahres. Da in dem abgelaufe- nen Jahr aber auch Zinsen für das Darlehen bzw. für die jeweilige Restschuld angefallen sind, werden die periodischen Rückzahlungen 
(Ratenzahlungen) so angesetzt, daß sie erstens die angefallenen 
zinsen decken und zweitens einen im Laufe der Zeit größer werden- den Teil des Darlehens bzw. der Restschuld tilgen. Die periodischen Zahlungen heißen deshalb auch "Tilgungsraten". Dieser Prozeß wird 
so lange fortgesetzt, bis das gesamte ursprünglich ausgezahlte 
Darlehen getilgt (zurückgezahlt) ist. 

Nehmen wir an, der Bauherr muß für das Darlehen jährlich 5% Zins (auf die jeweilige Restschuld) zahlen. Dann muß die jährliche Rück- zahlungsrate über 5 000,- DM liegen, die allein zur Deckung der 
Zinsen notwendig sind. Nehmen wir an, die Tilgungsrate ist auf 
10 000,- DM jährlich festgesetzt. 

Nach Ablauf des ersten Jahres beträgt die Restschuld somit in DM: 

u Sen m = D, = (1+ 799) D 10 000 95000 

(Beachte I, $ 3 zum prozentualen Wachstum.) 

Nach Ablauf der zweiten Periode: 

_ I = = Rn; = (1+ 100! B 10 000 89 750 

und so weiter. 

Wir stellen diesen Prozeß der Übersichtlichkeit halber in Tabellen- form dar. Man nennt diese Tabelle auch einen Tilgungsplan. 
Nach Ablauf des (k + 1)-ten Jahres ist (mit D, := D): 

  

  

        
  

5 - En 2; k+1 (1+790)°D, Du * Ar) D, - 10000 (Restschuld) 

1 105 000, - 95 000, - 
2 99 750,- 89 750,- 
3 94 237,50 84 237,50 
4 88 449,36 78 449,36 

Abb.7.1 

Aufgabe 7.1 

Stellen Sie für Ihren Taschenrechner unter Ausnutzung eventu- 
eller Speichermöglichkeiten einen "optimalen" Rechenablaufplan 
zur sukzessiven Berechnung der Tabellenwerte in Abbildung 7.1
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auf. Diskutieren Sie dabei verschiedene mögliche Kriterien, 

nach denen der Rechenablaufplan als optimal bezeichnet werden 

kann. 

Nehmen wir nun an, die Bank gewährt ein Darlehen vom Betrage D (in 

DM) zum Jahreszinssatz von p$. Die jährliche Tilgungsrate sei R 

(in DM). Entsprechend der Kopfzeile von Abbildung 7.1 erhalten wir 

für die Restschuld nach Ablauf des(k + L)-ten Jahres die rekursive 

Gleichung 

- zB ; = 
Das (1 + 700) D, R 

(4. 2) 

mit dem Anfangswert 

D,* D 

Ersetzen wir in (7.1) D, durch Det (1 * 767) durch a, und -R durch b, 

so erhalten wir die Gleichung 

au'Y, ” b 
(7:2) 

Ye+ı 

Wir erkennen somit, daß unsere rekursive Beschreibung des Problems 

zu einer linearen Differenzengleichung erster Ordnung mit konstan- 

ten Koeffizienten und konstanter Inhomogenität geführt hat. Mit der 

Lösung derartiger Gleichungen beherrschen wir also zugleich sämtli- 

che Tilgungsprobleme der im Eingangsbeispiel dargestellten Art. 

Die allgemeine Form einer Gleichung vom erwähnten Typ ist nach I, 

S 6: 

3, "Is u b (mit ar A, * 0) (3) 

Da wir die Folgenwerte - ausgehend von festen Anfangswerten In 

oder u” häufig rekursiv berechnen, ist es günstig, (7.3) in eine 

Form überzuführen, WO Y,,] isoliert ist: 

a 
= 3.0 b 

Yarı a, Ya* a, 5 

Mit den neuen Koeffizienten A = - und B = = erhält der betrach- 

1 

tete Gleichungstyp somit die Gestalt: 

rg © Ary, + B 
(7.4) 

Die Darstellung (7.1) bzw. (7.4) ist also gleichwertig der allge- 

meinen Form der linearen Differenzengleichungen erster Ordnung mit 

konstanten Koeffizienten und konstanter Inhomogenität. Da letzteres 

Wortungetüm so scheußlich klingt, wollen wir bei (7.4) im folgenden 

kurz von der Tilgungsgleichung sprechen. 

Ist nun etwa der Anfangswert Y; vorgegeben, so berechnen sich die 

weiteren Folgenglieder aus Ei nach dem folgenden Schema: 

= BA» + 

Yo Y 

y„Ar, * B Ar (Ary, +B) +B = a®y, + AB + B 

Y 

Y 

" 

= Ary, + B A- (Ay, + AB+B)+B >= A’y, + AB + AB*+B 

A’y, + AB + AB + AB + B 

1 n A' + B 
Y3
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Der Aufbau weiterer Folgenglieder ist völlig durchsichtig, und wir 
erkennen sofort: 

y= a'y # ATI 4 aKT2B 4.008 AB + AB + B k 

bzw. 

y.® aNy » (al a a2. .,+A2 # A + 1)-B (7.5) 
Aufgabe 7.2 

Beweisen Sie (7.5) unter expliziter Verwendung des Prinzips 
der vollständigen Induktion. 

Nach (4.3) ist nun, mit A statt x und k-1 statt n, 

(al a ak02 5... Ad HA + 1)K(L-A) = 1 ak 
Falls A = 1 ist, können wir diese Gleichung mit (1-A) durchdivi- 
dieren, und wir erhalten so das Ergebnis: 

Satz 7.1 

Die Tilgungsgleichung 

= * + B 
Yerı A Y. 

hat in Abhängigkeit vom Anfangswert Yo die Lösung 

_ıak 
Ay + a: (falls A = 1 ist) 

y.® 0 (TE) 
K, + k*B (falls A = 1 ist) 

Aufgabe 7.3 

Spezialisieren Sie die Koeffizienten A undBin Satz 7.1 so, 
daß der Satz zur Aussage über arithmetische bzw. geometrische 
Folgen wird. 

Aufgabe 7.4 

a) Stellen Sie einen Algorithmus zur sukzessiven Berechnung der Folgenwerte y, aus der Tilgungsgleichung (7.4) auf. Halten 
Sie dabei die Koeffizienten A, B und den Anfangswert y_ va- 
riabel. 

S 
b) Durchlaufen Sie den Algorithmus anhand einiger Beispiels- 

werte unter Zuhilfenahme eines nicht programmierbaren Ta- 
schenrechners. Legen Sie übersichtliche Tabellenschemata an. cC) Setzen Sie den Algorithmus in ein Programm für einen Klein- 
computer oder programmierbaren Taschenrechner um, falls Sie 
zu derartigen Geräten Zugang haben. 

Aufgabe 7,5 

Zum Tilgungsproblem 
Häufig erfolgen die periodischen Zahlungen der Tilgungsraten 
nicht jährlich, sondern monatlich, vierteljährlich oder halb- 
jährlich. Die Zinsen mögen in jedem dieser Fälle, auf die ent- 
sprechende Tilgungsperiode bezogen, nach der folgenden Spar- 
kassenkonvention abgerechnet werden. Ist p% der Jahreszins- 

satz, so wird der Monatszinssatz auf 5, der Vierteljahres-
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zinssatz auf u und der Halbjahreszinssatz auf 5: festgesetzt. 

Man spricht in diesen Fällen von unterjährigen Ratenzahlungen 

a) Stellen Sie für den Jahreszinssatz von 12% und ein Darlehen 

von 30 000,- DM die Tilgungspläne zu den folgenden Rückzah- 

lungsbedingungen auf: 

(i) jährlich 12 000,- DM; 

(ii) halbjährlich 6 000,- DM; 

(iii) vierteljährlich 3000,- DM; 

(iv) monatlich 1000,- DM. 

b) Begründen Sie, warum sich die Tilgungszeiten (Zeiten bis zur 

vollständigen Rückzahlung des Darlehens) unterscheiden, ob- 

wohl die jährlich gezahlten Beträge in allen vier Fällen 

gleich groß sind. 

c) Schätzen Sie den Verlauf des Funktionsgraphen der Restschuld 

im Ik.D, )-Koerdinätenaystem qualitativ - ohne Rückgriff auf 

die Werte aus Aufgabe a) - und fertigen Sie eine Handskizze 

dazu an. 

Zeichnen Sie die Werte aus a) in ein (k, D_ )-Koordinatensy- 

stem ein und vergleichen Sie den Funktionsverlauf mit Ihrer 

Schätzung. 

Aufgabe 7.6 

In einem Fischteich befinden sich im Jahre 1979 600 Karpfen, 

die sich mit einer halbjährlichen Wachstumsrate von 60 % ver- 

mehren. Im Halbjahresabstand werden dem Teich jeweils 300 Karp- 

fen entnommen. 

a) Wie viele Karpfen befinden sieh nach 2 Jahren im Teich? 

b) Stellen Sie die Anzahl der Karpfen im Teich zwischen 1979 

und 1986 in Halbjahresabständen in einem geeigneten Koordi- 

natensystem dar. 

©.) Versuchen Sie, eine Erklärung dafür zu finden, daß die errech- 

neten Anzahlen für längere Zeiträume gegenüber "realistischen" 

Werten viel zu groß werden. 

Aufgabe 7.7 

Finnische Forstwirtschaft 

Dem Buche "Finnland stellt sich vor" aus dem Otava-Verlag (Hel- 

sinki, 10. Auflage 1978) sind die folgenden Angaben zur Forst- 

wirtschaft des Landes zu entnehmen: 

Waldfläche: 22,4 Millionen Hektar (entspricht 73% der 

Landfläche) 

Holzbestand: 1501 Millionen Festmeter (ohne Rinde) 

jährlicher Zuwachs: 56,9 Millionen Festmeter 

jährlicher Gesamt- 
einschlag: 54,0 Millionen Festmeter 

a) Entwickeln Sie ein Modell für das Wachstum des finnischen 

Waldbestandes; diskutieren Sie verschiedene Modellannahmen 

(arithmetisches Wachstum, geometrisches Wachstum, ...). 

b) Diskutieren Sie die Grenzen des Modells. 

c) Ermitteln Sie, wann bei uneingeschränkter Extrapolation 

(Projektion) Ihres Modells in die Zukunft ganz Finnland zu 

100 $ bewaldet sein wird. 

Beispiel: Rentenrechnung 

In Abweichung vom alltagssprachlichen Gebrauch des Wortes bezeich- 

net man in den Wirtschaftswissenschaften jeden festen Geldbetrag,
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der in gleichbleibenden Zeitabständen gezahlt wird, als eine Rente . 
Wir wollen der Einfachheit halber als Zeitraum ein Jahr annehmen. 
Man unterscheidet: 

- Renten, bei denen die Zahlung zum Jahresbeginn erfolgt 
(vorschüssige Renten), und 

- Renten, bei denen die Zahlung zum Jahresende erfolgt (nach- 
schüssige Renten). 

Wir wollen uns hier auf die nachschüssige Rente beschränken. Weiter 
hin wollen wir annehmen, daß die Rente auf ein festes Konto gebucht 
wird, das vor Beginn der Rentenzahlung leer war und von dem nicht 
abgebucht wird. Wird das Konto mit p$% jährlich verzinst, so ist 
der aufgelaufene Kontostand in DM bei einer Rate von R DM: 

- nach Ablauf des 1. Jahres: 5, =R 

- nach Ablauf des k-ten Jahres: 2, 

- nach Ablauf des (k + 1)-ten Jahres: $ = (l+-I)-S +R (7. 
k+l 100 k 

Die rekursive Rentengleichung (7.7) ist also vom selben Typ wie die 
Tilgungsgleichung (7.1) bzw. (7.4). Aus Satz 7.1 folgt sofort für 
von Null verschiedene Zinssätze (mit S. = 0) unter Verwendung des 

i & —_ zinsfaktors q 1 + 700 

k 
- 22%. 

7. S, ee: (7. 

S nennt man auch den Endwert der Rente nach Ablauf des k-ten Jah- 
k 

res. Der sogenannte Renten-Endwertfaktor Fe ist zur bequemeren Be- 
rechnung für verschiedene Jahreswerte von k vielfach tabelliert. 

Aufgabe 7.8 

Ein Elternpaar zahlt von der Geburt seines Kindes an jährlich 
500,- DM nachschüssig auf ein mit 5,5% verzinstes Sparbuch ein. 
Welcher Betrag hat sich auf dem Konto angesammelt, wenn das 
Kinä 20 Jahre alt ist? 

Aufgabe 7.9 

a) Herr M. möchte ab sofort 20 Jahre lang eine Rente von jähr- 
lich 10 000,- DM beziehen. Welchen Betrag B muß er jetzt da- 
für einzahlen, wenn sowohl B als auch die Rente zum Zinssatz 
von 4,75% verzinst werden? 
(Man nennt B auch den Bamert der Rente.) 

b) Stellen Sie eine Formel zur Berechnung des Barwertes B aus 
der Rente R, dem Zinsfaktor q und der Laufzeit 1 auf. 

Aufgabe 7.10 

Der Ansparvorgang bei Bausparverträgen entspricht ‚häufig einer 
Rentenzahlung. 
Ein Bausparer schließt einen Bausparvertrag über 50 000,- DM ab. 
a) Er zahlt darauf monatlich 125,- DM ein. (Das sind 2,50 DM 

pro tausend DM Bausparsumme.) Das Bausparguthaben wird mit 
3% jährlich verzinst. Wie groß ist es nach Le, Zn Ir de 5, 
6, 7, 8 Jahren? (Zur Berechnung der unterjährigen Zinsen 
nach der Sparkassenkonvention siehe Aufgabe 7.5.) 

b) Der Bausparer möchte durch seine monatlichen Einzahlungen 
nach 3 Jahren 40 % der Bausparsumme von 50 000,- DM angespart 
haben. Welchen Sparbeitrag muß er monatlich leisten? (Zins- 
satz 3% jährlich.)
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Aufgabe 7.11 

Grundaufgaben der Rentenrechnung 

In der Rentengleichung (7.8) kommen die vier Variablen R, 9, kK 

und 5. vor. Lösen Sie (7.8) nach Rundk auf. Diskutieren Sie 

die Auflösung der Gleichung nach q. 

Aufgabe 7.12 

Häufig ist der Anfangswert eines Problems nicht durch Fi son- 

dern durch y,r Y, oder allgemein durch Y. (a ezZ ) gegeben. 

Stellen Sie entsprechend zu Satz 7.1 die explizite Lösung der 

Gleichung 

Y = Asy. +B (mit kz a) 
k+l 

in Abhängigkeit vom Anfangswert Y dar. 

Auch Spiele haben häufig einen rekursiven Charakter, wie z. B. 

Die Türme von Hanoi (gelegentlich auch Türme von Benares). 

Einem alten buddhistischen Mönch soll einst die folgende Aufgabe 

gestellt worden sein: 

Im Tempelvorhof waren drei Pflöcke aufgestellt; auf Pflock Nummer i 

waren 100 flache Scheiben der Größe nach von unten nach oben aufge- = 
Der Mönch sollte nun diesen aus Scheiben bestehenden Turm unter 

Beachtung der folgenden Regeln auf Pflock 2 übertragen: 

l. Die Scheiben dürfen nur auf einer der drei durch die pflöcke ge- 

kennzeichneten Positionen zu liegen kommen. 

2. Es darf immer nur eine Scheibe transportiert werden. 

3. Es darf nie eine größere auf einer kleineren Scheibe liegen. 

Abb.7.2   

Die folgende schöne Schilderung der rekursiven Lösungsstrategie 

findet man bei Balzert, Informatik 1. Die dortige Darstellung ist 

auch zeichnerisch sehr informativ ausgestaltet. 

Der Mönch überlegte: Die gesamte Aufgabe würde für ihn allein wohl 

zu umfangreich sein. Er beauftragte deshalb seinen ältesten Schü- 

ler, die obersten 99 Scheiben auf Pflock Nummer 3 zu transportie- 

ren. Dann würde er selber die ursprünglich ganz unten liegende 

hundertste Scheibe von Pflock 1 auf Pflock 2 legen und danach 

seinen Schüler bitten, die 99 Scheiben von Pflock 3 auf Pflock 2 

zu übertragen. 

Ist A 00 bzw. Aug die Anzahl der für 100 bzw. 99 Scheiben notwen- 

digen Züge, so ergibt sich aus obiger Prozedur 

A = A +l+ A = 2-A + ls 
100 99 99 99 

Entsprechend gilt dann allgemein für k Scheiben: 

Aa a + 

Diese Gleichung ist vom Typ (7.4), und mit dem Anfangswert A, =1
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folgt nach (7.6) bzw. Aufgabe 7.12: 

k-1 

nee a er, 
also 

A, = 28-1. 
k 100 30 Für die Umschichtung der 100 Scheiben sind also 2 -1 = 1,27-10 

Züge notwendig. 

Aufgabe 7.13 

Wir haben uns bisher keine Gedanken darüber gemacht, ob die 
Turmaufgabe unter den angegebenen Bedingungen ‘überhaupt lösbar 
ist. Füllen Sie die Argumentationslücke, 

58 Die Tilgungsgleichung im Lichte graphischer Verfahren 

Wie wir gesehen haben, führt die Beschreibung vieler dynamischer 
Prozesse auf die Tilgungsgleichung 

2a, 797, 75 1B 
Bei fast allen Anwendungen ist man nicht nur an der punktuellen 
Auswertung mit Hilfe der geschlossenen Lösung (7.6), sondern auch 
an einem Überblick über den globalen Verlauf des Prozesses inter- 
essiert. Wir fassen hierfür wie bei der geometrischen Folge die 
Koordinatendarstellung ins Auge. Ebenso wie dort gibt es auch bei 
der Tilgungsgleichung wieder die Möglichkeiten der Darstellung im 
(kı y,)- oder im (Yyr Y„,])Koordinatensystem. Wir wollen beides 

für die Gleichung 

Yg+, = 0,6:y, +4 (8.2 
durchführen. Wie in der Mehrzahl der bisher betrachteten Anwendungs- 
beispiele wollen wir die Variable k als Zeitvariable deuten. 

Im Falle des (k, y,) -Koordinatensystems spricht man von einer Dar- 

stellung der Folge in Abhängigkeit von der Zeit (Abbildung 8.2). 
Dazu ist es zunächst notwendig, die Folgenglieder über eine Werte- 
tafel zu ermitteln. Da wir eine lückenlose Berechnung der Folgen- 
glieder benötigen, bietet sich zu diesem Zwecke die Verwendung der 
rekursiven Gleichung (8.2) an. 

Aufgabe 8.1 

Begründen Sie, warum man für die Aufstellung einer lückenlosen 
Wertetafel nicht die explizite Lösung aus Satz 7.1 benutzen 
sollte. 

Wertetafel zur Folge aus (8.2) mit Anfangswert Yo = 9,5 

  

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  

      
Y. 0,5 4,3 6,58 7,95 8,77 9,26 9,56 9,73 9,84 9,90 9,94 
  

Abb. 8.1
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Abb. 8.2 Abb. 8.3 

Da Yerı entsprechend (8.2) linear von Y, abhängt, ist die graphi- 

sche Behandlung im st Hurt ROESERSLSNTTFEN analog zur geometri- 

schen Folge leicht möglich (vgl. I, S$ 3). Insbesondere ermöglicht 

diese Darstellung die rein graphische Ermittlung der Folgenglieder, 

und die Wertetafel kann entfallen. 

wir entnehmen der Abbildung 8.3, daß die Folge (y,) beim Anwachsen 

von k ein ganz charakteristisches Verhalten aufweist. Man spricht 

auch vom Grenzwertverhalten der Folge (y,) für k—o (sprich: 

"k gegen unendlich"). Der Graphik können wir unmittelbar entnehmen, 

daß sich die Punkte der Folge immer stärker dem dort eingezeichneten 

Punkt P nähern. Welche Koordinaten hat der Punkt P? Hierzu ist es 

günstig, wenn wir uns das (2% Yyt Oruinanensyeren vorübergehend 

(wie sonst üblich) als (x, y)- Koordinatensystem vorstellen. Dann 

ist P der Schnittpunkt der Geraden 

y=-aA'x+tB 

mit der ersten Winkelhalbierenden y = x. Aus 

y=Ay+tB 

I» 

  

  

folgt dann für A = 1: van 

nd wegen = x: x = B u gen y & T=# 

Der Punkt P hat also die Koordinaten P = u; —J- 

wenn der Punkt P im Ursprung des Koordinatensystems wäre, dann lä- 

ge eine Situation vor, wie wir sie von der Diskussion der geome- 

trischen Folge her aus Aufgabe 3.8 bereits kennen. Da P im allge- 

meinen nicht im Ursprung des 2," 5) Konrdinzbensyabene liegt, 

müssen wir eben den Ursprung nach P verlegen (Abbildung 8.4).
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? Abb. 8.4 

Wir bezeichnen die neuen, durch P laufenden Koordinatenachsen mit 
Y, und Yosg® Wie man aus Abbildung 8.4 entnehmen kann, sind die 

neuen Koordinatenwerte (v ‚ ) eines beliebigen Punktes Q, Vv 
kK,Q k+l,Q 

verglichen mit seinen ursprünglichen Koordinatenwerten G Mn. N ML 

jeweils um den Wert = vermindert, d. h.: " : 

B B = = _ = u nn 3 
“x Ye 1 - A und en Yes 1. ji A es ) 

Man beachte die Besonderheit dieser Koordinatentransformation: sie 
gilt gleichzeitig für alle k. 

Um das Grenzverhalten der Folge ) auf die neue Folge ie, 3 zu- 

rückspielen zu können, benötigen wir noch die zu MW gehörende 
rekursive Gleichung. 

Aus der Transformationsgleichung (8.3) - an der Stelle k+1 - 
folgt mit (8.1): 

  

5 - 2_.-ıy -»- - —B_ = a A TB Az 

"Rev. 

= ya B(l-A)-B+AB _ 
N 1-A AV, 

Wir erhalten also das Ergebnis 

Veri = AV, 
(8.4) 

und sehen, daß unser ursprünglich gestecktes Ziel, die Übersetzung 
des Tilgungsproblems in eine Fragestellung aus dem Bereiche der 
geometrischen Folgen, tatsächlich erreicht ist. 

Das nächste anzusteuernde Teilziel liegt somit klar vor Augen: 
Wir müssen Kriterien dafür finden, wie das Wachstumsverhalten der 
Folge Mn mit 

v = Av 
k+l k 

vom Koeffizienten A abhängt. Anschauungsmaterial dazu kennen wir 
bereits aus I, $S 3. Von dort wissen wir, daß das Wachstumsverhalten 
der Folge (8.4) wesentlich vom Betrag |A|l der reellen Zahl A ab- 
hängt. 

Beim Rechnen mit Beträgen gilt die Gleichung 

la-b| = Ja] - bl (8.5) 
für alle reellen Zahlen a und b.
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Aufgabe 8.2 

Beweisen Sie (8.5). 

Die beiden folgenden Rechengesetze für beliebige reelle Zahlen a 

und b werden klar, wenn man sich das Produkt a’b als Verlängerung 

bzw. Verkürzung der Strecke b um den Faktor a vorstellt. Dann gilt: 

Ist a>1,soist a’b> b, und (8.6) 

ist O0 <ac<1, soist a’rb«< b. “ 

Insgesamt folgt hieraus 

Satz 8.1 

Gegeben sei die rekursive Gleichung = Arvu- v 
k+l 

Ist |A| > 1, so wachsen die Folgenglieder dem Betrage nach: 

Il > Ivy > Avgn! 
b) Ist |A| < 1, so fallen die Folgenglieder dem Betrage nach: 

Iv...I< Iv,I s Iv..,|® 
k+l k k-1 

is: { 1 ist: = . = - . 
Beweis: a) PRr alle k ‚st el |A vl [2] Iv,| > Iv.| 

b) Für alle k ist: | = Iav, | = JA] (7; < KAE 

Dieser Sachverhalt führt zur 

Definition 8.1 . 
Es sei (a, ren eine Folge von reellen Zahlen. Die Folge (a) 

heißt monoton wachsend, wenn für alle K gilt: aryı za. Sie 

heißt streng monoton wachsend , wenn für alle k gilt a, , > &%- 

Aufgabe 8.3 

Definieren Sie die Begriffe monoton fallend und streng monoton 

fallend . 

Aufgabe 8.4 

Gegeben seien die Folgen (a, ) und iD, ) mit a, ® 2* und 

k 
b. = (> für alle k. Zeigen Sie: 

a) Es gibt eine natürliche Zahl k_, so daß a > 1000000 für 

allemzk, 0 M 

b) zu jeder noch so großen vorgegebenen reellen Zahl r gibt 

es eine natürliche Zahl K, = ki. so daß a_ > r für 

allem z k,- a 

3 i 27a 1 
c) Es gibt eine natürliche Zahl Kur so daß b.° 1000 000 

für allemz K, 

d) Zu jeder noch so kleinen vorgegebenen reellen Zahl e gibt 

es eine natürliche Zahl k, = k,le), so daßb <e für 

allem ke 3 3 m 

k 
Die Glieder der Folge (>) sind alle positiv; sie werden immer 

kleiner und unterschreiten dabei jede vorgegebene noch so kleine 

reelle Zahl. Sie nähern sich also immer stärker der Zahl D.
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Definition 8.2 

Es sei (a ) eine Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft: 
k Ken 

Zu jeder noch so kleinen vorgegebenen reellen Zahl e > 0 gibt 
es eine natürliche Zahl Kon so daß 

la|l<e 
m 

für alle m > K, ist. 

Dann heißt die Folge (a) eine Nullfolge . Man sagt dann, die 
Folge (a) konvergiert gegen Null oder der Grenzwert der Folge (a) 

für k—o ist Null. 

In Zeichen: lim a, = 0 bzw. u für ko ; lim ist das 
ke» 

Symbol für Limes (lat.: Grenze). 
Man sagt, die Folge (a), n konvergiert gegen die reelle Zahla 

€ 

wenn die Folge (b ) mit b =a - a gegen Null konvergiert 
k ken k k 

In Zeichen: lim a, Fa 
ko 

Die Folge Sl, u heißt konvergent „ wenn es eine (reelle) zahl 
€ 

gibt, gegen die sie konvergiert; andernfalls heißt die Folge 
divergent. 

In dieser Sprechweise können wir den in Aufgabe 8.4 exemplarisch 
behandelten Sachverhalt prägnant formulieren: 

Satz 3.2 

Jede durch Va = FR, gegebene rekursive Folge konvergiert 

  
für ” * 0 genau dann gegen Null, wenn |Aa|l < 1 ist. 

Beweis: ES sei e eine feste positive reelle Zahl. e darf dabei be- 

  liebig klein sein, etwa e = 4 & 
10:0 

Wir haben zu zeigen, daß ab einer Stelle X. gilt: 

vI<e für allem>k. . (8.7) 
m oO 

Für alle sen ist |v | = IA®]-Iv,| = IAl®-Iv.|. Zur Erfüllung der 
Ss 

Bedingung (9.7) ist somit notwendig: 

E 

(af? “WI 
0 

Letzteres ist wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion gleich- 

wertig zu: 1In|A|" < In KT Ye Dr el 
- “u Yo 

In ( ) 
Iv. 

In JA| 

für alle m > Ko 

wählt man K, 2 ‚ so ist die Bedingung (8.7) erfüllt 

von den Beispielen in Aufgabe 3.8 her wissen wir, daß eine Folge 
monoton fallend, monoton steigend sein, aber auch stets das Vor- 
zeichen wechselnd gegen Null konvergieren kann. (Das sind natür- 
lich längst nicht alle Möglichkeiten der Konvergenz von Folgen.)
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Definition 8.3 

Eine Folge reeller Zahlen (a 

renzen stets 

(Oszillation = Schwingung). 

Beispiel: 

folgende Satz ist unmittelbar ei 

Satz 8.3 

| Jede durch v = Av 
k+l k 

x’xen 

nsichtig: 

‚ bei der die ersten Diffe- 

das Vorzeichen wechseln, heißt oszillierend 

Die Folge (- 4)" konvergiert oszillierend gegen Null. Der 

gegebene rekursive Folge wit von Null 

A < O0 ist. 
verschiedenem Anfangswert oszilliert genau dann, wenn 

Die Kombination von Satz 8.1, 8. 

detaillierten Überblick über das 

mit v = 
k+1l 

Anfangswert der Folge ein, 

mit HE bezeichnen werden. 

Satz 8.4 

Die durch Vol 

AV. 
k 

= AV, mit Anfangswert v, 

2 und 8.3 liefert uns nun einen 

Wachstumsverhalten der Folge 

In dieses Verhalten geht allerdings noch der 

den wir der Einfachheit halber durchweg 

gegebene Folge weist 

das folgende Wachstums- und Grenzverhalten auf: 

  

  

  

  

  
  

  

  

      
    

v0 >0 v<o v0 
Ö o 0 

streng monoton streng monoton konstant 

& 21% wachsend fallend gleich 

(gegen +®) (gegen - ®) Null 

A=1 konstant = ” - N- 

streng monoton streng monoton 

AK 1 fallend, gegen wachsend, gegen - "1 - 

Null konvergie- | Null konvergie- 

rend rend 

A=0 ab v konstant gleich Null - 1 - 

-1< A<O gedämpft oszillierend gegen = 

Null konvergierend 

A=-l abwechselnd zwischen v und -Vv ul 

oszillierend 0 

Ax-l mit (gegen © ) wachsender Ampli- _u_ 

tude oszillierend 

Abb. 8.5 

Die Rückübersetzung der Sprechwe ise der geometrischen Folgen in 

die Tilgungsgleichung erfolgt mit Hilfe der Bedingung 

  

 



58 II Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung 

l. Fallstudie zur Tilgungsgleichung 
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2. Fallstudie zur Tilgungsgleichung 
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Aufgabe 8.5 

Zeigen Sie: 

  

a) Be = 0 genau dann, wenn Y, = I: 

b) v, > 0 genau dann, wenn Y, > I: 

c) wu. ® 0 genau dann, wenn Yo; ® Ir 

d) vi = Ye genau dann, wenn Pi = Yo 

e) vr =v, genau dann, wenn gi = Et 27 > 5 
Bemerkung zu e): Ist speziell A = -1, so folgt v = V.n ge- 
nau dann, wenn Fr FE EB 

Satz 8,5 

Die Tilgungsgleichung Vz = 

für A = 1 das folgende Wachstums- und Grenzverhalten auf: 

0 

A=y, + B mit Anfangwert Yo weist 

  

  

  

  

  
streng monoton 
wachsend 

(gegen +») 

streng monoton 
fallend 

(gegen - ©) 

konstant 

  gleich T-A 

  
streng monoton 
fallend, gegen 

B . 
I-ı konvergie 

rend 

streng monoton 
wachsend, gegen 

B ; 
1-2 konvergie 

rend   
  

ab Y., konstant gleich B 

  

konstant 
  

gedämpft oszillierend gegen 
B 

konvergierend ıi=R   

; B 
gleich Ten 

  
abwechselnd zwischen y„und 

”Y. + B oszillierend (beachte - "1. 
Aufgabe 8.5 d) und e) für A= -ı) 
  

mit (gegen © ) wachsender Ampli- ü 
A“ tude oszillierend 

-1         
  

Abb. 8.8 

Aufgabe 8.6 

Diskutieren Sie den FallaA = 1. 

Die Aussage von Satz 8.5 wird durch die beiden die qualitativen 
Verhältnisse wiedergebenden Darstellungen in Abbildung 8.6 und 8.7 veranschaulicht. Der besseren Übersicht wegen sind dabei die 

  

Werte von B in Abhängigkeit von A so gewählt, daß T — stets po- 
sitiv wird.
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89 Angebot-Nachfrage-Zyklen 

Volkswirtschaftliche Erhebungen und Messungen werden häufig in 

festen periodischen Zeitabständen vorgenommen. Die so gewonnenen 

Daten sind also von vornherein in einer zeitlich aufeinanderfolgen- 

den Weise aneinandergereiht, d. h., sie bilden eine Folge. Volks- 

wirtschaftliche Modelle sind in natürlicher Weise dieser Folgen- 

bildung angepaßt; es überrascht daher nicht, daß viele dieser Mo- 

delle rekursiver Natur sind. Eine weitere Grundidee der Modellbil- 

dung ist neben der Rekursivität die Linearität, denn lineare Modelle 

sind rechentechnisch am besten zu bewältigen. Ein typisches Bei- 

spiel dafür ist das folgende, in ähnlicher Form bereits 1930 von 

A. Hanau diskutierte Modell eines Angebot-Nachfrage-Zyklus. Um kon- 

krete Vorstellungen entwickeln zu können, nehmen wir an, daß es 

sich um die Beschreibung von Preisen für Schlachtschweine handelt 

("Schweinezyklus"). 

Die Modellvariablen sind: 

t : Zeitvariable (in Aufzuchts-Zyklen: ca. 14 Monate) 

P : Preis zum Zeitpunkt t 

N : Nachfragemenge zum Zeitpunkt t 

A Angebotsmenge zum Zeitpunkt t 

Im Modell gibt es Anbieter und Käufer. Die Höhe des jeweiligen An- 

gebots und die Nachfrage werden in der folgenden Weise sehr stark 

durch den Preis bestimmt: Nachfrage und Preis zum Zeitpunkt t rea- 

gieren ohne Verzögerung ("vollkommen elastisch") aufeinander; sie 

bedingen sich gegenseitig in linearer Abhängigkeit voneinander: 

N =a +a'P 
(9.1) 

t k 

Es ist sinnvoll, anzunehmen, daß der Koeffizient a < 0 ist, denn 

ein höherer Preis zum Zeitpunkt t wird im allgemeinen eine gerin- 

gere Nachfrage zur Folge haben, und umgekehrt. 

Auch das Angebot hängt linear vom Preis ab. Wegen der notwendigen 

Aufzuchtzeit können die Anbieter ihr Angebot nicht auf den augen- 

blicklichen Preis abstimmen ("vollkommen unelastische" Reaktion). 

Sie orientieren sich daher am Preis der Vorperiode: 

= + b-P 
. 

Br R t-1 
2 

Da hohe Preise im allgemeinen die Hoffnung auf gute Geschäfte im 

folgenden Jahr bestärken und umgekehrt, ist hier die Annahme b > 0 

sinnvoll. 

Die Nachfragemenge wird von der angebotenen Menge derselben Perio- 

de t über den "Transmissionsriemen" Preis beeinflußt. Falls etwa 

das Angebot A, sehr stark über der augenblicklichen Nachfrage N. 

liegt, müssen die Anbieter Preiszugeständnisse machen, um die 

Nachfrage anzuheben. Liegt andererseits das Angebot sehr stark 

unter der Nachfrage, so wird dem Anbieter die Ware auch noch zu 

einem höheren Preis, allerdings dann in geringerer Menge abgenom- 

men. Man vergleiche diesen Angebot-Nachfrage-Mechanismus etwa 

auch mit der Entwicklung auf dem Rohölmarkt. Der Marktpreis PL, 

pendelt sich also so ein, daß sich zwischen Angebotsmenge und 

Nachfragemenge ein Gleichgewicht einstellt: 

Al=N 
(9.3) 

t t
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Aus der Gleichgewichtsbedingung (9.3) folgt mit (9.1 und (9.2) für 
den Preis: 

ß + b*P =a + .a'Pp 
t=I t 

Also ist 

p w B.p + B=-& 
(9.4) t a e-1 a 

Weiter ist mit (9.1): 

N a 
pP = — 

t a 

In (9.4) eingesetzt, ergibt das für die Nachfrage: 

  

Te 5 N, Te Bo 
a a a a 

Also ist: 

- 2. u HH, rl Ze) (9.5) 
Ebenso folgt aus (9.2): 

p = Hei 8 

t b 

und durch Einsetzen in (9.4) wie im Falle von N: 

--&. -&. ya A, + (B 3 a) (9.6) 

Wegen der Gleichgewichtsbedingung (9.3) ist es nicht verwunderlich, 
daß Angebot und Nachfrage derselben Rekursionsgleichung genügen. 

Die zunächst gekoppelten Modellbedingungen haben es uns also er- 
laubt, autonome Rekursionsgleichungen für Preis, Nachfrage und 
Angebot zu entwickeln, die darüber hinaus alle vom Typ der Til- 

gungsgleichung sind. Denn Z, B- 2 “a und B-a sind konstante 
Koeffizienten. Da a< 0 undb > 0 angenommen werden konnte, ist 

  

insbesondere ı * 1, und Satz 7.1 liefert in Abhängigkeit von den 
Anfangswerten Por Ro und N, die expliziten Lösungen: 

  

  

bt 

1. 
en, a _ ,B-a 

Dr "I 8 a 
a 

DB. 

1- (br a _.&. N = = N. + .=_ b (B Z a) 

a 

Dt 

1- .(-) - (br Er; er A, = (z Au + 5 (8 zrad. } 

a 

Auch für dieses Modell sollte die globale Betrachtung des Prozes- 
ses insbesondere unter Berücksichtigung graphischer Verfahren 
nicht vernachlässigt werden. Hierzu ist es wieder günstiger, auf 
die rekursive Beschreibung des Modells zurückzugreifen.
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Pu=® P +2 

P A: Auı=®- A + (B-%- 0) 

5. a=6;a=—1; ß= 1,5; b= 0,75 

I\ Pu = —0,75: Pr +4,55 An = 0,755: Ar +6    
    

    

mn - +, 

|® |< 1 > gedämpfte Schwingung 

4 4 4 4 + 4 fi 4 4 4 + 4 

r r T 7 r r r T T T ? + T 

1 5 10 

A 

«= 14,a=—2 

ß=2;b=2 

Pırr = -Pı +6 

|2]= 1 = gleich- 
bleibende Schwingung 

  

= +
 +
 

+
 

«=6; 2=—0,5 
ß= 1,5; b= 0,6 
Pur =—1,2:Pı +9 

?| >1> explodierende 

Schwingung     R| 

Abb. 9.1
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N, =a+3R' P: 
| A 

Ni 4 Aızı | Anı=ß+b-P, Nu Attı 
  

  

  

  

  

                  

      

  

      
  

  

  

    

        
        
  

N 
14 N Artı 

INN: "ii: \ A «=14; a N, £ I! g=6;a=-—1 B=2;, b=2 
3 B= 1,5; b= 0,75 N: = 14—2-P, 

ALF N:=6—P.ı Ayı=2+2-P, 
A, A Hi N, Arı = 1,5 +0,75: P, A, N, 

15,71 I Iı 1 
a tu NN 2y ı 

N 7: ı u 
P 1 P, P, P, P, NN: Pı P, P, IN Pı 

N Ayyı 

Arı 

.-- A, 
6 i A, 

A ; e=6;a=—0,5 
N} ] ß= 1,5; b= 0,6 
A z N: = 6—05-P, 

A, T IN, Auı = 1,5 +0,6: Pı 
As (| Kb I 1 8 

on} 
MEERE N: 
bet Er } 
P, P, P,P, PB;P;P, pP, EB, 12 P. Abb. 9.2   

Wir stellen das Verhalten des Modells in den Abbildungen 9.1 und 
9.2 für verschiedene Parameter dar. Die Dynamik des Modellverhal- 
tens und insbesondere auch das antizyklische Verhalten von Preis 
und Angebot gehen aus der graphischen Darstellung deutlich her- 
vor. 

In Abbildung 9.1 ist zunächst die Darstellungsform im (t,Pp,)- 

bzw. (t, A )-Koordinatensystem gewählt. 
t 

Auch die Darstellung von Angebot und Nachfrage in Abhängigkeit 
vom Preis ist sehr illustrativ. Sie führt zu den als "Spinnweben- 
diagramme" (englisch: cobweb diagram) bezeichneten Darstellungen in 
Abbildung 9.2. 

$ 10 Die Lösungsgesamtheit linearer homogener Differenzengleichungen 
erster Ordnung 

Herr Häberle aus Freiburg hat zum Zwecke der Geldanlage ein Zu- 
wachs-Sparbuch über 2 000,- DM angelegt. Das Sparbuch läuft über 
10 Jahre. Im ersten Jahr erhält er 4,5% Zinsen. In jedem der dar- 
auffolgenden Jahre steigt der Zinssatz um 0,5% bis zum Endwert 
von 9%. Um seinen neuen Taschenrechner gleich einmal richtig ein-
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setzen zu können, stellt er zur Überprüfung der von der Bank gelie- 

ferten Unterlagen einen Plan für das Anwachsen des Sparguthabens 

auf: 
  

Guthaben nach Ablauf des 

k-ten Jahres in DM 
  

2090,- 
2194,50 
2315,20 
2454,11 
2613,63 
2796,58 
3006,32 
3246,83 
3522,81 
3839,86 o

v
o
,
a
u
p
u
n
r
n
h
 

>
       Abb.10.1   

Als ihn sein Geschäftspartner, Herr Haeberlin aus Colmar, besucht, 

kommt er auf das Zuwachs-Sparbuch zu sprechen. Herr Haeberlin in- 

teressiert sich sehr dafür, denn er hat gerade etwa 10 000 £franzö- 

sische Franc flüssig, die er längerfristig anlegen möchte. Um ver- 

schiedene Anlageangebote vergleichen zu können, würde er gerne 

wissen, auf welchen Wert die 10 000,- Franc anwachsen würden, wenn 

er für diesen Betrag ein Zuwachs-Sparbuch zu den von Herrn Häberle 

genannten Konditionen anlegen würde. Da er wenig Zeit hat und nicht 

die ganze Rechnung von Herrn Häberle nachvollziehen möchte, fragt 

er sich, ob er die Beträge in Abbildung 10.1 und insbesondere den 

Endbetrag nicht einfach mit 5 multiplizieren kann. Muß er mögli- 

cherweise vorher die Francs in DM umrechnen? Bei einem Kurs von 

42,25 DM für 100 Franc ergäbe das 4 225,- DM, also das 2,1125fache 

des Betrages von Herrn Häberle (2 000,- DM). Erhält man den ent- 

sprechenden Ansparvorgang für 4 225,- DM, wenn man einfach alle 

Werte aus Abbildung 10.1 mit 2,1125 multipliziert? 

Das Anwachsen der Einzahlung von Herrn Häberle verläuft nach dem 

folgenden Prinzip: 

Tran Ta 
2000 20907 2194,50 2315,20 ... 

Abb. 10.2 

Ist etwa K = K, das Anfangskapital und K, das Kapital nach Ablauf 

des t-ten Jahres, so gilt für das darauffolgende Jahr: 

Kos — (1,04 + (t +1) 0,005) -K, (10.1} 

Mit (10.1) liegt eine homogene lineare Differenzengleichung erster 

Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten vor. 

Die allgemeine Form einer solchen Gleichung lautet nach Defini- 

tion 6.2: 

f,(k) + £,'k)'y, = 0, (10.2) 
"Var 

wobei £,(k) und £,(k) für alle keN von Null verschieden sind. Man 

erhält (10.1) aus (10.2), indem man t durch k, KL durch Yet
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l durch eK) und (1,04 + (t +1) 0,005) durch £, Ik) ersetzt. 

Im Kontext der Differenzengleichungen lautet nun das Problem von 

Herrn Haeberlin so: Es sei (K,) eine Lösungsfolge für die Glei- 

chung (10.1). Sind dann auch (R,) mit R, = 5-K, oder (K,) mit 

R, = 2,1125 °K, Lösungsfolgen für (10.1)? 

Die allgemeine Antwort auf diese Frage liefert 

Satz 10.1 

Gegeben sei die lineare homogene Differenzengleichung erster 
Ordnung 

Kl Yuan * Fo lkl'y, = 0. 

Ist ae eine Lösungsfolge dieser Gleichung, so ist es 

auch die Folge (bu )xen mit b. = r.a, (für jede reelle Zahl r) 

Beweis: Nach Voraussetzungist für alle k: 

e£,(kl-a,,ı + £,(klra, =0 

Multiplikation der Gleichung mit r ergibt: 

f£,(klra,,, + fo, 'Kl'ra, = 0°r =0 

Also ist £, (Kl bu5n + £, (kb, = 0, und (b,) ist eine Lösungsfolge, 

wie man natürlich auch durch direktes Einsetzen zeigen kann. 

Definition 10.1 

Die Folge (bi)ken mit b,. = r'a, schreibt man auch als (ra). 

Der Übergang von der Folge (aylgen zur Folge (ra len 

wird auch als Multiplikation der Folge (a,),.,) Mit der reellen Zahl 

r bezeichnet. Man schreibt auch: 

ran 7 aan 
Multiplikation einer Folge (a,) mit einer reellen Zahl r heißt 

also: Multiplikation aller Glieder a_ der Folge (a,) mit der 
Zahl r. x 

Bemerkungen 

l. Man beachte, daß die implizit in der Voraussetzung steckenden 
Bedingungen £f,(k) #0 und £,(k) #* 0 (für alle k) an keiner 

Stelle in den Beweis des vorigen Satzes eingegangen sind. 

2. Die Antwort auf Herrn Haeberlins Problem fällt also positiv aus. 
Er kann die Werte von Herrn Häberle mit 5 multiplizieren und 
erhält so den Ansparvorgang in Franc, beginnend mit 10 000 Franc: 
oder er kann auch die Werte mit 2,1125 multiplizieren und er- 
hält die Sparbeträge in DM, beginnend mit dem DM-Äquivalent 
von 10 000,- Franc. 

Herr Haeberlin entschließt sich, die 10 000,- Franc in der Form 
des Zuwachssparens anzulegen. Da er seine finanzielle Zukunft nicht 
voll überschauen kann, muß er jedoch dem Fall Rechnung tragen, 
daß er notfalls gezwungen sein kann, das Sparbuch ganz oder teil- 
weise an die Bank zurückzugeben. Eine Teilrückgabe wäre sicher
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einfacher, wenn er den Betrag nicht in einem 10 000-Franc-Sparbuch 

anlegen, sondern auf zwei Sparbücher aufteilen würde. Der besseren 

Disponibilität wegen würde er gerne ein 4000-Franc- und ein 6000- 

Franc-Sparbuch anlegen. Aber entspricht das zusammengefaßte Wachs- 

tum dieser beiden Sparbücher auch dem des 10 000-Franc-Sparbuches? 

Wir wollen die jeweiligen Beträge auf dem 4000- (bzw. 6000- und 

10 000-)Franc-Sparbuch mit a, b, und S, bezeichnen (t = 1, 2, 3,...)- 

Damit ist a, ® 4000, b, = 6000 und ©, 10 000, und jede der Fol- 

gen (a, (b,) und (c,) ist nach Voraussetzung eine Lösung der 

Gleichung (10.1). Herrn Haeberlins Problem läuft somit auf die 

Frage hinaus, ob die Summenfolge (s,) mit s.=a, + b, erstens 

überhaupt eine Lösung von (10.1) ist und ob sie im Falle der Beja- 

hung mit der Folge (e,) übereinstimmt. 

Auch die Beantwortung dieser Frage ist im allgemeinen Kontext der 

Gleichung (10.2) nicht schwieriger als im Spezialfall (10.1). 

Satz 10.2 

Gegeben sei die lineare homogene Differenzengleichung erster 

Ordnung 

ER ya + £.(kly, =0. 

Sind (a )ken und tb.) van Lösungsfolgen dieser Gleichung, SO 

ist es auch die Folge Be mit s, = a, + b. (für alle k). 

Beweis: Nach Voraussetzung ist für alle k: 

£ klra,,ı # £.'kla, = 0, und 

£ K)-b.ı % £,(klb, = 0. 

Die Addition dieser Gleichungen ergibt 

the, * b, = 0, 
also 

£,(kl-s.5ı + £(k)-S, = 0, 

und (s,) ist eine Lösungsfolge. 

Definition 10.2 

Die Folge (S gen mit Ss. + b. schreibt man auch als 

(a +b) 
k k keN 

1 1 
Der Übergang za den Fo en a Izen und BIyen zur Folge 

(a, + N wird als Addition der Folgen (a), cu und Ben 

bezeichnet. 

Man schreibt auch: 

+ (b = . 
(a, )ken x’xen (a, E en 

Addition zweier Folgen bedeutet also Addition der einzelnen 

Folgenglieder, genauer derjenigen Folgenglieder, die zum glei- 

chen Index k gehören. 

Bemerkungen 

1. Auch im Beweis von Satz 10.2 spielten die Voraussetzungen
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£,0) = O0 und £,(k) » 0 (für alle k) keine Rolle. 

2. Bezogen auf die Situation von Herrn Haeberlin, ergibt sich aus 
Satz 10.2 wegen a, + bo = Cg: daß die Aufspaltung des 10 000- 
Franc-Sparbuches in ein A000 -Franc= und 6000-Franc-Sparbuch 
den Wachstumsprozeß nicht beeinflußt. 

Die Lösungen von Differenzengleichungen, insbesondere also die Lö- 
sungen der Gleichung (10.2), sind Folgen (vgl. $ 6). Wir wollen un: 
die Gesamtheit aller Lösungen von (10.2), die man erhält, wenn man 
den Anfangswert nicht vorgibt, etwas genauer ansehen. Die Koeffi- 
zientenfunktionen f,(k) und £.(K) seien zwar beliebig, aber fest 

gewählt. Fassen wir alle Lösungsfolgen von (10.2) zur Lösungsmenge 
ff zusammen (die Elemente von £ sind also Folgen), so können wir 
den Inhalt von Satz 10.1 und 10.2 prägnant formulieren. 

Satz 10.3 

Ist £ die Menge aller Lösungen der Gleichung 

E, tklen,, + £,(kl'y, = 0, 

56 gilE: 

a) Multipliziert man ein beliebiges Element aus £ mit einer 
beliebigen reellen Zahl, so ist das Produkt ebenfalls ein 
Element von £. 

b) Addiert man zwei Elemente aus £, so ist ihre Summe ebenfalls 
ein Element von. 

Der Sachverhalt von Satz 10.3 wird noch kürzer durch die folgende 
Formulierung zum Ausdruck gebracht: 

Die Menge £ ist abgeschlossen in bezug auf die Multiplikation von 
Folgen mit reellen Zahlen und in bezug auf die Addition von Folgen. 
Diese Abgeschlossenheit ist eine strukturelle Eigenschaft der Menge £ 
Mengen, denen ähnliche Strukturen wie £ aufgeprägt sind, spielen 
in der Mathematik eine wichtige Rolle. Man nennt sie "Vektorräume"; 
genauer: 

Definition 10.3 

Es sei V eine beliebige Menge mit den folgenden Eigenschaften: 

1 

a) Für je zwei Elemente x und y von V ist ihre Summe x + y de- 
finiert, und x + y ist ebenfalls ein Element von V (Abge- 
schlossenheit von V bezüglich der Addition). Diese Addition 
von Elementen von V unterliegt den Bedingungen: 

a) Für alle Elemente x, y und z von V gilt: 

x + (ytz) = (x+ty) + z 

(Assoziativität der Addition) 

a,) Es gibt ein Element n von V, so daß für alle x von V gi1E: 

n+tx=x+tn=x 

Dieses n heißt neutrales Element von V. 

a,) Zu jedem Element x von V gibt es ein Element y von V mit 
der Eigenschaft: 

xty=sy+x=n 

Die Elemente x und y heißen dann zueinander invers. 

a,) Für alle Elemente x und y von V gilt: 

xty=sy+x ( Kommutativität der Addition)  
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b) Für jedes Element x von V und für jede reelle Zahl r ise ihr 

Produkt r'x definiert, und r*x ist ebenfalls ein Element 

von V (Abgeschlossenheit von V bezüglich der Multiplikation 

mit reellen Zahlen). 

Diese Multiplikation unterliegt den Bedingungen: 

b.) Für alle reellen Zahlen r und s und alle Elemente x von V 

gilt: 

(rs)-x = r+ (s'x) 

b,) Für die reelle Zahl 1 gilt: 

1x = x 

b.) Für jede reelle Zahl r und für je zwei Elemente X und y 

von V gilt: 

r-(x+y) Ss rx+tr'y 

b ) Für alle reellen Zahlen r und s und alle Elemente x von V 

gilt: 

(r+s)-x = rx + s’X 

Die Bedingungen b,) und b,) stellen Verträglichkeitsbedingungen 

zwischen Multiplikation und Addition dar. 

Sind alle diese Bedingungen erfüllt, so nennt man das Tripel 

(V, +, -) einen Vektorraum über der Menge der reellen Zahlen R 

oder kürzer einen reellen Vektorraum . Die Elemente von V heißen 

Vektoren, die von R nennt man in diesem Zusammenhang Skalare, 

und die in b) geforderte Multiplikation bezeichnet man als 

Skalarmultiplikation von V.   
Kommentare zur Definition 10.3 

1. Die Eigenschaften a) und a, ) bis a5) besagen, daß V in bezug auf 

die Addition eine Gruppe ist. Mit a,) ist V sogar eine Kommuta- 

tive oder auch abelsche Gruppe , so benannt zu Ehren des genialen, 

im Alter von 27 Jahren verstorbenen norwegischen Mathematikers 

Niels Henrik Abel (1802 - 1829), von dem unter anderem der 

berühmte Satz stammt, daß Polynomgleichungen vom Grade 5 oder 

höher im allgemeinen nicht durch Wurzelausdrücke - "Radikale" - 

lösbar sind. 

2. Es gibt genau ein neutrales Element n in V, und dieses wird im 

folgenden mit 0 (Nullvektor) bezeichnet. 

3, Zu festem x gibt es genau ein Inverses y, und dieses wird im 

folgenden mit -X bezeichnet. 

4. In reellen Vektorräumen gibt es zwei Typen von Multiplikationen: 

Typ I : Multiplikation "Skalar mal Skalar" 

Typ II: Multiplikation "Skalar mal Vektor" 

wir haben in Definition 10.3 die erste durch Weglassen des Mal- 

punktes und die zweite durch Setzen des Malpunktes gekennzeich- 

net. Da praktisch keine Verwechslungen zu befürchten sind, wer- 

den wir die beiden Multiplikationen im folgenden nicht durch 

die Schreibweise unterscheiden. 

5, Auch die beiden Additionen 

Typ I : "Skalar plus Skalar" 

Typ II: "Vektor plus Vektor"
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werden wir wegen geringer Verwechslungsgefahr nicht unterschied- 
lich schreiben. Das Symbol "0" (Null) kann sowohl die reelle 
zahl als auch den Vektor bedeuten. 

6. Schließlich (praktisch selbstverständlich): In b,) gilt die 
"Punkt-vor-Strich"-Regel auch für die Skalarmultiplikation ge- 
genüber der Addition von Vektoren. 

Beispiel: Die Menge f aller reellen Folgen bildet mit der in Defini- 
tion 10.1 beschriebenen Skalarmultiplikation und mit der Addition 
aus Definition 10.2 einen reellen Vektorraum. Ihr Nullvektor ist 
die Folge (N Igen mit n, = 0 für alle k. Wir schreiben kurz 

(0) oder sogar nur (0) für Men keN 

Aufgabe 10.1 

Beweisen Sie die im Beispiel gemachte Aussage. Zeigen Sie ins- 
besondere: Das zur Folge san inverse Element von f ist 

die Folge a lan 

wir können die Vorbereitungen aus Satz 10.1 bis 10.3 unter Verwen- 
dung dieser strukturellen Sprechweise nun wie folgt formulieren: 

Satz 10.4 

Die Menge aller Lösungen der Gleichung 

£, Kl y. + £,(Ky, =0 (10.3) 
bildet einen reellen Vektorraum. 

Beweis: Das meiste haben wir schon gezeigt. Eine wichtige Bemerkung ist, daß £ eine Teilmenge des Vektorraumes Faller reellen Folgen 
ist. Viele der Bedingungen aus Definition 10.3 gelten deshalb au- 
tomatisch in, da sie nach Aufgabe 10.1 ja sogar in der Menge £ allgemeingültig sind; so zum Beispiel a), a) a): b), br b,)r 

b,) und b,). 

Nachweis von a,): Es ist nur natürlich, den Nullvektor von Fals 

Kandidaten für den Nullvektor von #, dessen Existenz ja noch nach- zuweisen ist, zu nominieren. Da tatsächlich (2, = (0) eine Lösung 
von (10.3) ist, enthält £ also den Nullvektor, und a,) ist erfüllt. 
Nachweis von a,): Es sei (a,) ein Element von £, also 

£,ik)°a,,, + £,(klta, =0. 

Dann ist auch 

f,(k)(ca,,,) + £ (kl tma,) =0. 

Das heißt: Die Folge (-a ) ist ebenfalls ein Element von£. k ken 
Nach Aufgabe 10.1 ist aeg in f invers zu (a) can : ds Hs 

(a,) + (-a,) = (0). 

Da wir letztere Gleichung auch als Gleichung in &£ ansehen können 
(alle diese Folgen liegen ja inf), enthält £ mit jeder Folge auch 
deren Inverses, und a,) ist bewiesen. ist also ein Vektorraum. 

Bemerkung: Auch in diesem Beweis spielten die Bedingungen f,(kl= 0 
und £,(k) » 0 (für alle k) noch keine Rolle.
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Definition 10.4 

Es sei (V, +, ") ein Vektorraum. Ist U eine Teilmenge von V, 

die mit der Addition und der Skalarmultiplikation von V selbst 

einen Vektorraum bildet, so heißt U ein Unterraum von V. 

Beispiel: Nach Satz 10.4 ist £ ein Unterraum von F. 

Bei der Fülle von Lösungsfolgen für die Gleichung 10.3 ist es er- 

staunlich, daß alle die reellen Vielfachen einer einzigen Lösungs- 

folge sind: 

Satz 10.5 

Es sei 

En + £, (kK)y, =o0 (10.4) 

eine (feste) lineare homogene Differenzengleichung erster Ord- 

nung. Das heißt insbesondere £ 8) #= 0 und Er = 0 für alle k. 

  
a) Ist (a, ken eine Lösung von (10.4) mit a, = 0, so ist 

atren = Men die Nullfolge. 

b) Zu beliebigen von der Nullfolge verschiedenen Lösungen 

(a) und (b ) von (10.4) läßt sich stets eine reelle 

k keN k keN 

zahl r finden mit der Eigenschaft: 

(blyen “ (ra Iren 

Beweis 

a) Zunächst gilt nach Voraussetzung: £_(k) 

u ng i 
21a... + f,(kla, = 0, also A, ER) a, (10.5) 

£,10) 

Ist also a, 0, so auch ad, * 2,00) %o USW. 

b) Da auch (Br. eine Lösung ist, gilt entsprechend zu (10,5) 

„Tg 
k+l f,(k) k" 

wir führen vollständige Induktion nach k durch: 

b 

Induktionsverankerung 

Da a, und Do relle (und nach Voraussetzung von Null verschie- 

dene) Zahlen sind, gibt es sicher ein r mit 

nämlich r = b,= ra : — 
o oO ao 

Induktionsannahme: Es sei b ii 

Induktionsschluß: Es ist 

0 ae) £, 

Bis ” "ED Du” 2m “Ed © rm a) 

Damit ist Satz 10.5 bewiesen. 

Definition 10.5 

Ist V ein Vektorraum, in dem alle Vektoren die reellen Viel- 

fachen eines einzigen von Null verschiedenen Vektors sind, SO 

sagt man; V ist ein eindimensionaler reeller Vektorraum. 

r’a 
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Satz 10.6 

Die Lösungsmengen von linearen homogenen Differenzengleichun- gen erster Ordnung sind eindimensionale reelle Vektorräume. 

$ 11 Lineare inhomogene Differenzengleichungen erster Ordnung 

1.1] Die empirische Methode zum Auffinden von Einzellösungen 

Nachdem wir nun die Lösungsgesamtheit homogener linearer Differen- zengleichungen erster Ordnung völlig überschauen, liegt es nicht 
zuletzt im Hinblick auf die bereits diskutierte Tilgungsgleichung 
nahe, auch den inhomogenen Fall näher zu betrachten. Die Tilgungs- 
gleichung ist ein Gleichungstyp mit konstanter Inhomogenität. An- 
ders verhält es sich in folgendem 

Beispiel: Dynamische Prämiensteigerung 
Bei gewissen Versicherungsarten liegen die periodisch zu zahlenden 
Beträge - häufig Prämien genannt - sehr hoch. Dies ist insbesondere 
bei Lebensversicherungen vom Typ der Kapitalversicherung der Fall, 
wo die Versicherung im allgemeinen hohe Beträge im Todesfall an 
die Hinterbliebenen oder im Erlebensfall, etwa nach 25 Jahren, an 
den Versicherungsnehner selbst auszuzahlen hat. Der Versicherungs- nehmer erwirbt sich sein Anrecht auf diese Auszahlung durch regel- mäßige Prämienzahlungen, die über Zeiträume von etwa 15 bis 35 Jah- ren erfolgen. Besonders um junge Versjicherungsnehnmer zu werben, 
bieten einige Versicherungsgesellschaften Prämienstrukturen an, bei denen die Prämien zunächst relativ niedrig liegen, dann aber 
entsprechend der vorausgeschätzten allgemeinen Einkommensentwick- 
lung steigen. Typische Vertragsdaten könnten z. B. wie folgt aus- 
sehen: 

Eintrittsalter: 33 Jahre (spielt für die Höhe der Anfangsprämie 
eine Rolle) 

Versicherungsdauer: 30 Jahre 
Versicherungssumme: 50 000,- DM 
Anfangsprämie: 900,- DM jährlich (zu zahlen jeweils zu Beginn 

jedes Jahres) 
jährliche Prämienerhöhung: 4% (beginnend nach dem ersten Jahr) 
Es treten unmittelbar die folgenden Fragen auf: 

- Wie hoch liegt die Prämie in den darauffolgenden Jahren, ins- 
besondere im letzten Jahr? 

- Zu welchem Betrag hätte sich der Kontostand auf einem etwa mit 
5% jährlich verzinsten Sparkonto angesammelt, wenn die Prämien- 
zahlungen nicht an die Versicherung, sondern auf dieses Ver- 
gleichskonto erfolgt wären? 

Man muß allerdings beachten, daß in der letzten Frage dem nicht zu 
unterschätzenden Aspekt der Unfallversicherung bei Todesfall nur 
durch die Lebensversicherung, nicht jedoch durch das Sparkonto 
Rechnung getragen wird. 

wir wollen die aufgeworfenen Fragen gleich allgemein behandeln. 
Die Anfangsprämie zu Beginn des ersten Jahres betrage (in DM): 
P= B# die jährliche Prämienerhöhung liege bei p$, das Vergleichs- 
sparbuch werde mit q% verzinst. Die Prämien entwickeln sich wie 
folgt:
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pP, = P 
= B De A 

= — P,= (1*+ 100) P, 

- p Dia * Ur 4.0) 

Die Prämienzahlungen bilden also eine geometrische Folge, und nach 

$s 3 (oder allgemeiner $ 7) ist 

k-1 
ei „p: . P, (1+ 100) P (11.2) 

die zu Beginn des k-ten Jahres gezahlte Prämie. 

Für die Sparbeträge S,„ des mit q% verzinsten Vergleichssparbuches 

gilt: 

Ss, = Pı 

S,= (1 + I S,LH#B —._ 
100 1 2 

5 _dI_ s,= (1 + 100’ S, + Pz 

... 

: 
Sk+Hi (1 + 700) S. * Paul (113) 

Mit (11.2) folgt für den Kontostand zu Beginn des (k+1)-ten Jah- 

res (nach Zahlung der Prämie Py4ı): 

„A Bi 
Sk+ı (di: # 100) Ss. * (1 + 100! P (11.4) 

Aufgabe 11.1 

Stellen Sie einen Algorithmus zur sukzessiven Berechnung von 

Ss, auf (ausgehend vom Anfangswert S,). Setzen Sie den Algo- 

rithmus in ein Programm um. 

Gleichung (11.4) ist vom Typ der linearen Differenzengleichung 

erster Ordnung mit nicht konstanter Inhomogenität; wir werden 

ihren Typ kurz als "Dynamische-Prämien-Gleichung" bezeichnen. 

Mit den Abkürzungen 

Pe = 4, 
a L. # 100 und b 1 + 100 

lautet die Gleichung (11.4) in etwas übersichtlicherer Form: 

k 
Sg bs, + a SP (11.9) 

Um einen Eindruck von der Entwicklung des durch (11.5) gegebenen 

dynamischen Prozesses zu erhalten, lassen wir ihn vom Anfangswert 

P an "loslaufen": 

S] = pP} = P 

s,° b-S; + a.P - (a+tb)-P (11.6) 

= 2 2 2 

5, =b-8, + ap = (ab+b’)-P +a'P = (a +ab + b)-P
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Ss, = bs, + a9-P = (a? + a?b + ab? + p°)-p (11.6 

Für das allgemeine Glied 5, drängt sich geradezu die Vermutung auf: 

Ss. = tat akt ?n 4...r anf”? + pel).p (11.7 
bzw. 

k-1 

_ k-1-1 a > b")-P 
1=0 

Aufgabe 11.2 

Beweisen Sie (11.7). 

Nach Aufgabe 4.1 ist für a = b: 
K=1 k & 

k-1-lı,l _a0 -b Da DI a (11.8) 
1=0 

Wir erhalten hiermit die folgende explizite Lösung von (11.5): 

k k 
„ab, 
er ru; (11.9) 

Im Hinblick auf die speziellen zu Beginn des Paragraphen gestellten 
Fragen nach der Höhe der Endprämie und der aufgelaufenen Gesanmt- 
sparsumme ermöglicht (11.9) die folgende Auswertung mit dem Ta- 
schenrechner: 

Für a = 1,04, b = 1,05 und P = 900,- DM beträgt die zu Beginn des 
30. Jahres zu zahlende Endprämie, in DM, 

Bun ® 1,042?.900 = 3,11865-900 = 2806,79 

Auf einem Vergleichssparbuch hätte sich mit Zahlung der Prämie P 
bei einer Verzinsung von 5% ein Betrag von 30 

_ 1,04°° - 1,05°° ‚49 pm - 3.2434 - 4,32195 
30 1,04 -1,05 -0,01 

97 069,50 DM 

angesammelt. Zum Ende des 30. Jahres hätte sich dieser Betrag dann 
auf den Endbetrag von 

Ss = S,0'1,05 = 101 922,97 DM 

erhöht. 

Im Hinblick auf einen Vergleich dieses Betrages mit der Versiche- 
rungssumme von 50 000,- DM sei noch einmal auf den Risikoaspekt 

der Lebensversicherung hingewiesen. Außerdem erhöht sich der Aus- 
zahlungsbetrag von Lebensversicherungen im Normalfall sehr stark 

durch das System der "Überschußverteilung", auf das jedoch im 

allgemeinen kein Rechtsanspruch besteht. Im Laufe von 35 Jahren 
kann der Überschußanteil gelegentlich noch einmal knapp auf die 

Höhe der Versicherungssumme heranwachsen. Da sich diese Detailkon- 
ditionen sehr stark von Versicherung zu Versicherung unterscheiden, 
wollen wir hier nicht auf sie eingehen. Vergleiche von Lebensver- 

sicherungen werden gelegentlich von der Zeitschrift TEST der Stif- 

tung Warentest oder auch von anlageorientierten Zeitschriften wie 
CAPITAL durchgeführt. 

"900 DM =
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wir wollen zum Schluß dieses Abschnitts nochmals den Problemlöse- 

vorgang reflektieren, der uns die explizite Gleichung (11.9) lie- 

ferte. Die zentrale Idee war, daß wir, ausgehend von einem festen 

Anfangswert, den rekursiven Prozeß im Schema (11.6) so lange lau- 

fen ließen, bis wir in (11.7) eine sinnvolle Vermutung über die 

Gestalt der expliziten Lösung formulieren konnten. Die Art und 

Weise, in der wir aus einigen Daten Hypothesen über einen allge- 

meinen Sachverhalt aufstellten, hat durchaus Ähnlichkeiten mit 

allgemeinen Methoden, nach denen wissenschaftliche und insbesonde- 

re naturwissenschaftliche Erkenntnisse gewonnen werden. Eine die- 

ser Methoden besteht darin, daß man aus Beobachtungen von Daten 

Vermutungen über allgemeine Gesetzmäßigkeiten zu gewinnen ver- 

sucht. Man nennt dies die empirische Methode oder auch die Methode der 

unvollständigen Induktion . während die Richtigkeit solcher Vermutungen 

im Bereiche der Naturwissenschaften nur durch weitere Beobachtung 

und gezielte Experimente der in Frage stehenden Untersuchungsge- 

genstände (und somit nur punktuell) überprüft werden kann, haben 

wir in der Mathematik mit der Beweismethode der vollständigen In- 

duktion ein Mittel in der Hand, das uns die Allgemeingültigkeit 

einer Behauptung auf einen Schlag liefert. Wie uns das vorangehen- 

de Beispiel gezeigt hat, ist jedoch die empirische Methode der un- 

vollständigen Induktion zur Unterstützung des Problemlösevorganges 

(also im Hinblick auf die Heuristik ) auch in der Mathematik sehr 

nützlich. 

hı.2] Diskussion der Lösungsgesamtheit im Spezialfall der Tilgungsgleichung 

Die Dynamische-Prämien-Gleichung (11.5) stellt einen Spezialfall 

der linearen inhomogenen Differenzengleichung 

£, (kl Yası ER, g(k) (11.10) 

dar. Ist g(k) = 0 für alle k, so wird (11.10) zur wohlbekannten 

homogenen Gleichung. Wie in der Diskussion des homogenen Falles 

wollen wir uns auch jetzt von der Vorgabe eines festen Anfangs- 

wertes lösen und unabhängig von diesem die Gesamtheit aller Lö- 

sungsfolgen der Gleichung (11.10) zu ermitteln versuchen. Im Hin- 

blick auf den hohen Allgemeinheitsgrad von (11.10) scheint dies 

ein schwieriges Unterfangen zu sein. In derartigen Fällen ist es 

oft angebracht, die Fragestellung zu spezialisieren . Dies führt zu 

überschaubaren Situationen, die häufig leichter lösbar sind als 

der allgemeine Fall. Der Lösung des Spezialfalles kann man dann 

oft entscheidende Hinweise für die Lösung des allgemeinen Falles 

entnehmen. 

Gelegentlich führt eine geeignete Spezialisierung sogar Zu Situa- 

tionen, die man bereits völlig überschaut. Wenn wir etwa die in 

Gleichung (11.10) gegebenen Funktionen £, (0 £,(k) ung g(k) kon- 

stant wählen, so reduziert sich (11.10) auf den Typ der Tilgungs- 

gleichung, die wir in S7 und $ 8 vollständig durchleuchtet haben. 

Halten wir uns insbesondere nochmals die graphische Vorgehensweise 

in $8 vor Augen: 

Durch die Koordinatentransformation (8.3) 

= - —_ 
Ye NKTT-A 

konnten wir die inhomogene Gleichung 

Ya "Ay. "PB 
(11.11)
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in die homogene Gleichung 

Wet = Av, (1:4:...88 

überführen. Die Lösung der homogenen Gleichung und ihr Wachstums- 
verhalten konnten wir gut überblicken, da es sich um eine geometri- 
sche Folge handelte. Mit Hilfe der in umgekehrter Richtung durchge- 
führten Koordinatentransformation 

Y. = Ve + — (13..8 

erhielten wir aus der Lösung vw) der homogenen Gleichung (11.12) 

eine Lösung Se der inhomogenen Gleichung (11.11). 

Welche Rolle spielt dabei der in der Transformationsgleichung auf- 

  tretende Summand T I Er stellt natürlich ein Maß für die Ver- 

schiebung der Koordinatenachsen dar (s. Abbildung 8.4). Ein Blick 
auf Satz 8.5 und insbesondere auf die Abbildungen 8.6 und 8.7 ver- 

rät aber noch weit mehr: Wählt man Yo I: so stellt die kon- 

  

  

: _ _B a; . 1 stante Folge Velen mit Y ® I-ıA (für alle k) eine Lösung der 

inhomogenen Tilgungsgleichung dar. Man bezeichnet die obige kon- 

stante Folge auch mit (7 >) oder kurz (7 en) 
KrFiß, Dr Ass 5 k 

Wenn man von der Bedeutung der Symbole Y, und vx als Koordinaten- 

achsen absieht, so besitzen rein formal gesehen die Gleichungen 

az 7 A, ug Ir " Ay 
dieselben Lösungen. Man nennt deshalb die Gleichung 

Gy © RL, (11.14 

die zur Gleichung 

Yazıay, * B\ (11.15 

gehörende homogene Gleichung. 

Zusammenfassend halten wir fest: 

Satz 11.1 

Gegeben sei die Tilgungsgleichung (11.15) mit A #1. 
a) Sie besitzt eine spezielle Lösung, nämlich die konstante 

rm B 
Lösung (I u 2, r 

b) Jede Lösung der inhomogenen Gleichung (11.15) ist die Summe 
aus einer geeigneten Lösung der zugehörigen homogenen 

Gleichung (11.14) und der speziellen Lösung ) der 
inhomogenen Gleichung. k 

Es stellt sich sofort die Frage nach der Einzigartigkeit der in 

  
Satz 11.1 a) angesprochenen speziellen Lösung (7 en « Sie ist 

k 
natürlich einzigartig in dem Sinne, daß sie die einzige konstante 
Lösung der inhomogenen Gleichung ist, denn für jede konstante Lö- 
sung (te). muß gelten:
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ce = A'c + B, also 

- B 

1-A 

Im Hinblick auf ihre Rolle in Teil b) von Satz 11.1 ist sie jedoch 

nicht einzigartig, wie der folgende Satz zeigt: 

Satz 11.2 

Es sei (a,) eine feste Lösung der Tilgungsgleichung (21.185). 

  

Dann ist jede Lösung (b,) von (11.15) die Summe aus (a,) und 

einer geeigneten Lösung der homogenen Gleichung (11.14). 

Beweis: Wir bilden die Folge (d,) mit d. = b. - a, aus den Lösungen 

der inhomogenen Gleichung. Für die Glieder der Folge (d,) gilt: 

Ay = bisi ” ägaı = (Abu +Bi = (Aa. +B) = Alb, a.) = Ad, 

Dies zeigt, daß (d,) eine Lösungsfolge der homogenen Gleichung 

(11.14) ist. Außerdem ist, wie man sofort nachrechnet, (b,) die 

Summe der Folgen (d,) und (a,)- 

Bemerkungen 

1. Die spezielle Lösung (a,) der inhomogenen Gleichung erwies sich 

als sehr nützlich, da mit ihr die aus $S 10 bekannte Lösungsge- 

samtheit der homogenen Gleichung in die Lösungsgesamtheit der 

inhomogenen Gleichung übergeführt werden konnte. wir wollen 

deshalb die Lösungen inhomogener Gleichungen durch einen Stern 

besonders kennzeichnen und z. B. im obigen Falle (a,*) statt 

(a,) schreiben. 

2. Entsprechend der Summe von Folgen definieren wir die Differenz 

von Folgen durch 

(ay)gen — Pr)dkxen ” (x )ken 

mit CF a, 7 b, für alle k. 

Wir schreiben auch: (Sg )ken = (a, - Bu)ken ° 

Aufgabe 11.3 

Zeigen Sie: 

(a,) = (b,) = (a,) + i=bi }r 

wobei (-b,) durch (-1)* Ib.) gegeben ist, siehe Definition 10.1. 

Der Beweis des vorangehenden Satzes hat sogar gezeigt: 

Satz 11.3 

Die Differenz von je zwei Lösungen der inhomogenen Gleichung 

(11.15) ist stets eine Lösung der zugehörigen homogenen Glei- 

chung (11.14).
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11.3] Die Lösungsgesamtheit der inhomogenen linearen Gleichung 
erster Ordnung 

Wir haben inzwischen im Hinblick auf die Diskussion der Gleichung 
eK yayı * £0'k)'y, = gik) 

wichtige Erfahrungen anhand des Spezialfalles der Tilgungsgleichun 
gewonnen. Es stellt sich die naheliegende Frage, ob und inwieweit 
die Ergebnisse aus Abschnitt fi1.2 auf den allgemeinen Fall über- 
tragbar sind. 

Wenden wir uns nach dem Prinzip "last in - first out" zunächst dem 
Satz 11.3 zu. Unmittelbare Verallgemeinerung liefert: 

Satz 11.4 

Sind layrlyen und (bg Lösungen der inhomogenen Differen- 

zengleichung 

ek yısı + £,(kl'y, = g(k), (21.1% 
5 & “ - 5 u . 2. so ist die Folge re (mit <, b, a,*) eine Lösung 

der zu (11.16) gehörenden homogenen Gleichung 

ef (kdeyarı + £o'k)y, =D. (11.17 
Beweis: Nach Voraussetzung ist 

£f,(k)at + f,(k)at = g(k) 
k+l K 

und 
* * = £,(Wbk,, + £„(k)br g(k). 

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt: 

£ (k) (or,, - ar,ı) + £„(k) (br - ax) = g(k) -gik) = 0 

Das heißt, 

£,(klrc,.ı + £.(k).c, =0, 

und (e,) ist eine Lösung der homogenen Gleichung. 

Da in Satz 11.3 nur die heuristische Grundidee des Beweises von 
Satz 11.2 festgehalten worden war, ist es nur natürlich, daß sich 
auch letzterer Satz unmittelbar verallgemeinern läßt: 
Satz 11.5 

i . .. wi a) Die Summe aus einer Lösung (ar)gen 

chung (11.16) und einer Lösung (Elan 

mogenen Gleichung (11.17) ist stets eine Lösung der inhomo- 
genen Gleichung (11.16). 

der inhomogenen Glei- 

der zugehörigen ho- 

b) Es sei (ar)gen eine (feste) Lösung der inhomogenen Glei- 

chung (11.16). Dann läßt sich jede Lösung Bei)ren der in- 
homogenen Gleichung (11.16) als Summe von Aen mit ei- 

ner geeigneten Lösungsfolge (d ) der zugehörigen homo- k keN 
genen Gleichung (11.17) darstellen. 

Aufgabe 11.4 

Führen Sie den Beweis von Satz 11.5 durch. (Orientieren Sie 
sich dabei an Satz 11.2)
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Bemerkungen 

I: Satz 11.5 erweist sich in der Praxis als äußerst nützlich. Er 

besagt nämlich, daß man die Lösungsgesamtheit der inhomogenen 

Gleichung (11.16) bereits dann vollständig kennt, wenn man die 

Lösungsgesamtheit der zugehörigen homogenen Gleichung (11.17) 

und eine einzige Lösung (af) der inhomogenen Gleichung kennt. 

Fine solche Lösung der inhomogenen Gleichung nennt man auch ei- 

ne spezielle oder partikuläre Lösung von (1.4356). 

Im Sonderfall der Tilgungsgleichung 

Zug,” A'y, + B (mit A*® 1) 

stellt die konstante Folge (a,) mit af = B_ stets eine spezi- 

Me: 1-A 
elle Lösung dar. 

Im allgemeinen Fall der Gleichung (11.16) ist die Ermittlung 

einer speziellen Lösung oft mit erheblichen Schwierigkeiten 

verbunden. Es gibt kein Patentrezept zur Gewinnung partikulärer 

Lösungen. Dennoch gibt es methodische Möglichkeiten, die in 

Teilbereichen zum Erfolg führen können: 

  

a) Die empirische Methode. Wir haben ihre Wirkungsweise in Bi 

bei der Diskussion der Dynamischen-Prämien-Gleichung kennen- 

gelernt. 

b) Die Methode der Homogenisierung durch Erhöhung der Ordnung. Wir wer- 

den sie in $ 12 behandeln. 

c) Die Methode des systematischen Probierens. Sie stellt sich in der 

Literatur oft so dar, daß ein "Lösungsansatz" gemacht wird. 

Wie man auf diesen Ansatz kommt, bleibt dabei oft im verbor- 

genen. Sehr oft dürfte man wohl über die empirische Methode 

zu dem Ansatz gekommen sein. 

d) Die Methode der unbestimmten Koeffizienten. Gelegentlich kennt man 

den Typ der Lösungsfunktion, aber nicht alle ihre Parameter 

(Koeffizienten). Durch Einsetzen zunächst unbestimmter Koef- 

fizienten und systematisches Ausnutzen der Differenzenglei- 

chung lassen sich die Koeffizienten dann oft eindeutig, er”. 

mitteln. Wir werden ein Beispiel hierzu in Abschnitt 11.4] 

diskutieren. 

e) Auf die Methode der Variation der Konstanten werden wir vorerst 

nicht eingehen. Man kann sie als eine Verallgemeinerung der 

Methode der unbestimmten Koeffizienten auffassen. 

£f) In engem Zusammenhang mit den bisher angeführten Methoden 

steht die Methode der systematischen Lösung (des eingangs gestell- 

ten Problems) für bestimmte Funktionstypen. Hier kommen insbeson- 

dere die folgenden Typen elementarer Funktionen in Frage: 

- Polynomfunktionen (ganzrationale Funktionen) 

- gebrochen rationale Funktionen 

- Wurzelfunktionen 

- Wachstumsfunktionen (Exponential- und Logarithmusfunktionen) 

- trigonometrische Funktionen 

g) Ein leider nur auf wenige Funktionstypen anwendbares Verfah- 

ren ist das der Emittlung einer konstanten Lösung vr) mit 

en # Yr für alle k. 

Falls konstante Lösungen der inhomogenen Gleichung existie- 

ren, sind sie, etwa wie bei der Tilgungsgleichung, häufig 

recht einfach und mit direkten Schlußweisen zu ermitteln.
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[11.4] Die Methode der unbestimmten Koeffizienten, erläutert am Beispiel 
der Dynamischen-Prämien-Gleichung 

Die Dynamische-Prämien-Gleichung lautet: 

s -b-S = ak-p (11.18 k+l k 

P sei hier eine beliebige Variable, die nicht mit der Anfangsprä- 
mie Po übereinzustimmen braucht. Wir wollen wie bisher in den Ab- 

schnitten f1.2] und B1.3] zunächst die Lösungsgesamtheit von 
(11.18) ohne Berücksichtigung des Anfangswertes S, ermitteln. 

Entsprechend dem in 11.8] aufgezeigten Programm benötigen wir ne- 
ben einer partikulären Lösung von (11.18) die allgemeine Lösung 
der zugehörigen homogenen Gleichung 

Sk4ı ” b+S, = 0. 11:19 

(11.19) stellt die Gleichung einer geometrischen Folge dar, und 
mit Satz 10.5 schließen wir, daß jede Lösung (S,) von (11.19) von 
der Form 

2 

Bl r'(b nt (reR) (11.20 

ist. (11.20) stellt - wie man auch sagt - die "allgemeine Lösung" 
von Gleichung (11.19) dar. Es bleibt die Aufgabe, eine spezielle 
Lösung (SH) von (11.18) zu finden. Eine solche können wir z. B. 

mit Hilfe der empirischen Methode aus Abschnitt f1»i] gewinnen. 

wir wollen an diesem Beispiel jedoch einmal die Methode der unbe- 
stimmten Koeffizienten erläutern. Dazu müssen wir zunächst über- 
legen, von welchem Funktionstyp eine spezielle Lösung (S£) sein 
kann. 

Die Folge (S*) soll die Gleichung (11.18) erfüllen; es muß also 
gelten: % 

k 
Skyı > b+st =a*'p 

; 1 % Die Differenz Skyı 

(der konstante Faktor P spielt keine entscheidende Rolle). Dies 
kann jedoch nur dann der Fall sein, wenn Skyı und Sk selbst in 

irgendeiner Weise Potenzen von a enthalten. Nach dem "Prinzip des 
geringsten Aufwandes" versuchen wir es mit der einfachsten Möglich- 
keit, sk als Funktion von ar darzustellen, nämlich En als reelles 

= b'S% ist also im wesentlichen eine Potenz von a 

i k a 
Vielfaches von a zu schreiben: 

S* = cra* ‘1.31 
Es gilt nun, noch den unbestimmten Koeffizienten c (ceR) zu be- 
stimmen. Wir setzen dazu (11.21) unter Beachtung von 

* ei Et 
St,ı c+a 

in die zu lösende Differenzengleichung (11.18) ein und erhalten: 

crar*! = b'cra* = at.p 

Die Zusammenfassung ergibt: 

(c-a - bc - Pla = 0
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Ist a z 0, sokönnen wir durch af dividieren, und es folgt für a =» b: 

u. 
a-b 

Unsere in (11.21) formulierte Vermutung im Hinblick auf den Funk- 

tionstyp der Lösungsfunktion hat für a = 0 und a = b die Konsequenz: 

cc = 

  

P k *% = + Sr SE a 
(1.4 22) 

Aufgabe 11.5 

Überprüfen Sie, daß die durch (11.22) gegebene Folge tatsäch- 

lich eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung (11.18) 

darstellt. 

Die "allgemeine Lösung" der inhomogenen Gleichung (11.18) erhalten 

wir nach Ml1.3l nun durch Addition der allgemeinen Lösung der ho- 

mogenen Gleichung aus (11.20) und der speziellen Lösung aus (11;22]« 

Das heißt: Für a = 0 und a» b hat jede Lösungsfolge (T*) von 

(11.18) die Gestalt: % 

2 rent a. Dt = eb + gap (11.23) 

(mit einem geeigneten reR). 

Aufgabe 11.6 

Überprüfen Sie, daß die in (11.23) gegebene Folge für jede 

reelle Zahl r eine Lösungsfolge der Gleichung (11.18) darstellt. 

Wir wollen uns nun abschließend wieder der Diskussion der Lösung 

im Hinblick auf einen speziellen Anfangswert der Lösungsfolge TE) 

zuwenden. Verlangen wir etwa wie in Abschnitt 1.1 

T7 = P, 

so folgt für die reelle Zahl r: 

*=2P= ruht + —_..a: 7] P: rbb + 75 a P 

Also ist dann: 

r = 1 
a-b 

und wir erhalten auch auf diesem Wege das mit der empirischen Metho- 

de bereits in (11.9) ermittelte Ergebnis: 

  -P, 

Aufgabe 11.7 

Lösen Sie die Dynamische-Prämien-Gleichung (11.18) für den 

Fall: a = b. 

Hinweis: Eine spezielle Lösung kann nach der empirischen Metho- 

de gefunden werden.
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& 12 Homogenisierung 

Die in der Gleichung 

EN an + £,(kiy, = g(k) (12.1) 

auftretende Inhomogenität g(k) kann höchst unterschiedlicher Natur 
sein. 

2.) Konstante Inhomogenität 

Der nach dem in $ 10 bereits behandelten Fall g(k) = 0 nächst ein- 
fache Fall dürfte wohl g(k) = konstant, etwa g(k) = b sein: 

yes + £,(kıy, =b (12.2) 

Die Tilgungsgleichung ist z. B. auch von diesem Typ. Da Differen- 
zengleichungen wie (12.2) vereinbarungsgemäß für alle Werte von 
k gelten, ist auch (für k +1 an Stelle von k): 

f, ik il, cs + £,'k +DyYııı =b (12.3) 

Aus der naheliegenden Gleichsetzung von (12.2) und (12.3) folge: 

£f, ik Lg, „3 + (£,(k +1) -E IK )Yn = £,'k)y, =0 (12.4) 

Ersetzen wir hierbei die Funktion f; wie folgt durch .: 

£,(k) = £,'xk+ 1) 

eK) = £,'Kk +1] » en) {12:5} 

£,K) -£,k), 

sowird (12.4) zu einer homogenen linearen Gleichung zweiter Ordnung: 

% . . = >, 
ft, Ya+2 * 2,8 Year E 2 Yx 0 (12.6) 

Unter Berücksichtigung des Prozesses, durch den wir von Gleichung 
(12.2) zu (12.4) gelangten, ist unmittelbar klar, daß jede Lösungs- 
folge (a,) von (12.2) auch eine Lösung von (12.4) ist. Anderer- 

seits sehen wir sofort, daß es Lösungen von (12.4) gibt, die keine 
Lösungen von (12.2) sind; so zum Beispiel die konstante Lösung (y.) 
mit 

Y; =0 (für alle ken). 

Die Lösungsmenge von (12.2) ist also eine echte Teilmenge der Lö- 
sungsmenge von (12.4), Durch unseren Prozeß der Homogenisierung 
haben wir also die Ordnung erhöht und die Lösungsmenge vergrößert. 
Dennoch werden wir dieses Verfahren häufig anwenden, da homogene 
Gleichungen rechnerisch besser zu behandeln und strukturell besser 
zugänglich sind als inhomogene Gleichungen. 

Es gibt im Prinzip natürlich viele Möglichkeiten, inhomogene Dif- 
ferenzengleichungen in homogene Gleichungen überzuführen. Eine 
bereits in $ 11 angewandte Methode besteht darin, die Inhomogenität 
einfach wegzulassen. 

Zur Vermeidung von Unklarheiten werden wir im folgenden diese bei- 
den Methoden zur Gewinnung homogener Gleichungen aus inhomogenen 
Gleichungen sprachlich deutlich auseinanderhalten.
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Erstes Verfahren: Weglassen der Inhomogenität (siehe $ 11) 

Wir sprechen in diesem Fall vom Übergang zur zugehörigen homogenen Glei- 

chung. Die so erhaltene Gleichung nennenwir die zur ursprünglich 

gegebenen inhomogenen Gleichung gehörende homogene Gleichung oder 

kurz die zugehörige homogene Gleichung. 

Wir halten fest, daß die Lösungen der ursprünglichen Gleichung kei- 

ne Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichung sind. 

Zweites Verfahren 

Man schreibe die Differenzengleichung für verschiedene Werte des 

Laufindex k auf und eliminiere die Inhomogenität durch ein Gleich- 

setzungs-, Subtraktions- oder Einsetzungsverfahren (siehe Vorgehens- 

weise zu Beginn von $ 12). 

Wir nennen diesen Prozeß die Homogenisierung der ursprünglich gegebe- 

nen inhomogenen Gleichung. Die so erhaltene Gleichung bezeichnen 

wir als die homogenisierte Gleichung. 

Wir halten fest,daß nach Anwendung eines derartigen Gleichsetzungs- 

verfahrens jede Lösung der ursprünglichen Gleichung auch eine Lö- 

sung der homogenisierten Gleichung darstellt, daß die neu gewonnene 

homogenisierte Gleichung jedoch noch weitere Lösungen besitzt. 

Wie der Übergang von (12.2) zu (12.4) zeigt, wird durch das zweite 

Verfahren allerdings der Vorteil der Homogenisierung durch den 

Nachteil erkauft, daß sich die Ordnung der Gleichung erhöht. 

Die Veränderung der Lösungsmenge kann weder als Vorteil noch als 

Nachteil angesehen werden, da sie zwar größer und damit komplexer, 

andererseits aber strukturell besser zugänglich wird. Wir werden 

in den folgenden Kapitel sehen, wie man in einfacher Weise aus der 

Lösungsgesamtheit der homogenisierten Gleichung die Lösungsgesamt- 

heit der ursprünglichen inhomogenen Gleichung gewinnt. 

Aufgabe 12.1 

Führen Sie die vorangehenden Überlegungen explizit für den Fall 

einer Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten durch 

und stellen Sie insbesondere das Analogon zur Gleichung (12.6) 

auf. 

[12.2] Lineare Inhomogenität 

Auf der nächsten Stufe der Verallgemeinerung von (12.2) nehmen wir 

an, daß die Inhomogenität linear von k abhängt: 

g(k) = ark+b, 
(12:7) 

wobei a und b feste Konstanten sind. Gleichung (12.1) lautet so- 

mit anden"Stellen" k undk+1: 

Kl yayı * £,(k)'y, = ak + b 

£,(k + 1)yy45 + £o(k + Dyyıı ° alkk+t1) + b 

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung führt wie in 

2.1] mit den Bezeichnungen aus Schema (12.5) zu der Gleichung: 

£E,(kl'Yuo * £, ik) 'Yyarı * £u(kl'y, = a (12.8)
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Aufgabe 12.2 

wandeln Sie die inhomogene Gleichung (12.8) in Anlehnung an die 

in [12.1] geschilderte Technik der Homogenisierung in eine homo- 

gene Gleichung um. Zeigen Sie insbesondere, daß sich die Ord- 
nung der Gleichung von 2 auf 3 erhöht. 

[12.3] Polynomiale Inhomogenität 

Die bisher diskutierten Fälle 

g(k) b (konstantes Polynom) 

gkk) =s ak +b (lineares Polynom in k für a = 0) 

lassen sich als Anfangsstufen zur Behandlung allgemeiner polynomi- 
aler Inhomogenitäten auffassen. Aufgrund der Überlegungen in [12.1 
und 12.2] kristallisiert sich die Vermutung heraus, daß die Sum- 
me aus der Ordnung der linearen Differenzengleichung und dem Grad 
des Polynoms g im Prozeß der Homogenisierung konstant bleibt. 

Vermutung: 

Ordnung + Grad = konstant (12.9) 

Der Beweis dieser Vermutung kann wieder nur mit vollständiger In- 
duktion geführt werden. 

Satz 12.1 

Es sei 

N Yan * En K) Yan Hr RI N ar Folk) ya) 12.10 
eine lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung mit polynomi- 
aler Inhomogenität 

f r-1 g(k) = ck + Guy + rt <,k +, (12.11) 

Die Gleichung (12.10) läßt sich durch Homogenisierung in eine 
lineare Differenzengleichung (n + 1)-ter Ordnung mit einer 
polynomialen Inhomogenitätg(k) vom Grade r - 1 überführen, dereı 
Lösungsmenge die Lösungen von (12.10) enthält. 

Beweis: Wir führen bei beliebiger, aber fester Ordnung n vollständige 
Induktion nach dem Grade r des Polynoms g(k) durch. 

Induktionsverankerung: r = 0. Die bedeutet: 

g(k) = ©, (12.12) 

Es liegt eine konstante Inhomogenität vor. Entsprechend der in 
12.1] studierten Technik schreiben wir die Gleichung (12.10) noch 

für k +1 an Stelle von k auf: 

en Ey KH Yun HE IK yo* EI 7 5 

(22.133 

Subtraktion der Gleichung (12.10) von (12.13) ergibt unter Beach- 
tung von (12.12) die homogene Gleichung: 

ER Yan (£,_,k*D u KR) Yan 

ur (£„(k+1) - ey. - £,'kl.y, = 0 (12.14) 

+ 
k+n+1l 

Durch Einführung der Funktionen:
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f _(k) = £_(k+l) 
„n+l n 

£_(k) = £ (k+1) - £_(k) 
n n-1 n 

f,ıK) = £,_,k+D - eK) (42.15) 

en) = £,(k+1) - £,(K) 

f,(k) = -£ Ik) 

erhält (12.14) die Normalform: 

a I Yansı" ER RE REN * £,(Kly, = 0 GR LE 

Diese Gleichung hat die Ordnungn + 1, falls die Funktionen ft, 

und £,R) durchweg von Null verschieden sind. Das ist der Fall, 

weil nach Voraussetzung die Ordnung von (12.10) die Funktionen 

ER) und £,(K) nie den Wert Null annehmen. Es ist unmittelbar 

klar, daß jede Lösung von (12.13) auch eine Lösung von (12.16) ist. 

Induktionsannahme 
Die Aussage des Satzes sei richtig für Polynome vom Grade m (m = 1). 

Tnduktionsschluß 
Das Polynom gik) habe den Grad m+ 4% 

2 m+1 m 
g(k) SarıK + Sr Aa + <.K RR, (12.17) 

Die bereits häufig in ähnlicher Form durchgeführte Subtraktion der 

Gleichung (12.10) von der entsprechenden an der Stelle k +1 statt 

k aufgeschriebenen Gleichung ergibt mit den Bezeichnungen aus 

Schema (12.15): 

a ei Yan 2, hey + £Eulkly, 

= en + ec, kt)" ee (12.18) 

=c mtl - ck" -..-ck-e 
m 1 m+l o 

Wenn wir in (12.18) auf der "rechten" Seite der Gleichung alle 

Klammern auflösen und nach gleichen Potenzen von k sammeln, ver- 

schwindet der Koeffizient von „T+l, Der Koeffizient von k"T wird 

nach dem binomischen Lehrsatz: 

c (mtl) + c_-c_ >=c - (m+1l) 
m+1 m m m+l 

Dieser ist nach der Voraussetzung über den Grad von g(k) von Null 

verschieden, und wir erkennen, daß (12.18) eine Gleichung der Ord- 

nung n+1 mit einer polynomialen Inhomogenität vom Grade m ist, 

deren Lösungsmenge die Lösungen der ursprünglichen Gleichung ent- 

hält. 

Wir haben gezeigt, daß die Reduktion des Polynomgrades um 1 die 

Erhöhung der Ordnung um 1 nach sich zieht. Damit ist Satz 12.1 

bewiesen. 

Wir können also eine lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung 

mit polynomialer Inhomogenität vom Grade r (r z 0) in eine homogene 

‘Jineare Gleichung der Ordnung n+r+1 umwandeln.
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Aufgabe 12.3 

Führen Sie den Beweis von Satz 12.1 für den Sonderfall von Dif- 
ferenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten durch. 

Entsprechend dem in diesem Paragraphen aufgezeigten Programm, wen- 
den wir uns im folgenden Kapitel, ausgehend von Gleichungen erster 
Ordnung mit konstanter Inhomogenität, den Gleichungen zweiter Ord- 
nung zu. 

Aufgabe 12.4 

Homogenisieren Sie die Gleichung 

. . = k f,(k) Yızı * £,(k) Y. h (12.19) 

Anleitung: Multiplizieren Sie die Gleichung mit h durch und 
verfahren Sie nach dem bisherigen Schema (Laufindex erhöhen).
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& 13 Die verallgemeinerte Fibonacci-Gleichung (lineare homogene Differenzen- 

gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten) 

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, wird die Tilgungs- 

gleichung 

SE 
33.3) 

durch den Prozeß der Homogenisierung in die Gleichung 

Yaza (1+Alyyyı ” Ay, = 0, L3.2 

also in eine lineare homogene Gleichung zweiter Ordnung mit kon- 

stanten Koeffizienten übergeführt. Sie ist ein Spezialfall der 

Gleichung 

a =0 (13.3) 

Yara2 * Aıfkeı oYx 

1' ayeRi ä, 0), die im Sinne der Bemerkungen zu Definition 

6.2 die allgemeine Form dieses Gleichungstyps darstellt. 
(mit a 

Einen wichtigen Sonderfall von (13.3) haben wir bereits im "Trep- 

penbeispiel" aus $ 6 kennengelernt. Die Mathematisierung des Pro- 

blems führte dort auf die rekursive Gleichung 

u + ala 
(13.4) 

Ersetzt man a, durch Y;, so geht (13.4) nach geringfügiger Umfor- 

a 

mung in die Gleichung 

Zus I 1, #9 

vom Typ (13.3) über. Man lasse sich nicht dadurch verwirren, daß 

die Symbole a; im Treppenbeispiel die Folgenglieder, in (13.3) aber 

- für i=0 und i=1 - die Koeffizienten der Gleichung darstellen. 

Gleichung (13.4) ist nicht zuletzt aus mathematikgeschichtlicher 

Sicht von großer Bedeutung. Der bekannte italienische Mathematiker 

Leonardo von Pisa (etwa 1180 - 1250), genannt Fibonacci, leitete sie 

in seinem Buch "Liber abaci" aus einer Hypothese über die Vermeh- 

rung von Kaninchen her. Gleichung (13.4) heißt deshalb auch die 

Fibonacci-Gleichung; ihre Lösungsfolgen nennt man Fibonaeei-Zahlen. 

Diese Zahlen sind sowohl aus zahlentheoretischer als auch aus geo- 

metrischer, kombinatorischer und anwendungsorientierter Sicht von 

großem Interesse. Für ein weitergehendes Studium dieser zahlen sei 

auf das Buch "Die Fibonaccischen Zahlen" von N. N. Worobjow ver- 

wiesen. 

Da die Fibonacci-Gleichung einen wichtigen Sonderfall von (13:3) 

darstellt, wollen wir die Gleichung 

Yur2 * a Yarı * Ao'Ya © (13:5) 

entsprechend der bisher geübten Praxis nicht nur durch ihre sterile 

Typisierung, sondern auch kurz als verallgemeinerte Fibonacei-Gleichung 

bezeichnen.
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Aufgabe 13.1 

a) Konstruieren Sie einen Algorithmus, mit dem die Glieder der 
durch (13.5) rekursiv gegebenen Folge, ausgehend von festen 
Anfangswerten Yo und Yır ermittelt werden. 

b) Durchlaufen Sie den Algorithmus für die Parameter a, =a, =-1 
im "Papier-und-Bleistift"-Verfahren, eventuell auch unter 
Einsatz eines Taschenrechners. 

c) Setzen Sie den Algorithmus in ein Programm für einen pro- 
grammierbaren Taschenrechner oder einen Tischcomputer um. 

Wir halten noch fest, daß in der Lösungsmenge der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung auch die Lösungen der Tilgungsgleichung enthal- ten sind. Man kann zwar einwenden, daß wir letztere ja sowieso schon kennen, aber erstens stellt ja die Lösung der verallgemeiner- ten Fibonacci-Gleichung eine wesentlich weitergehende Aufgabe als die Lösung der Tilgungsgleichung dar, und zweitens macht man in der Mathematik häufig die Erfahrung, daß alternative Lösungsmethoden oft ein ganz neues Licht auf vermeintlich völlig gelöste Probleme 
werfen. 

Wenn wir uns nun der Lösung der Gleichung 

Ya+2 * AyYkıı * AgY. = 0 
zuwenden, empfiehlt es sich zunächst, grundsätzliche Strategien des Problemlösens (heuristische Strategien) zu reflektieren. Eine glo- bal anwendbare Methode ist die des modularen Vorgehens (vgl.S 6). Wie können wir im Sinne dieser Methode Gleichung (13.5) in einfa- chere Bestandteile zerlegen? Da wir homogene Gleichungen erster Ordnung voll beherrschen, versuchen wir die Lösung von (13.5) auf die Lösung mehrerer Gleichungen erster Ordnung zurückzuführen, die den Vorteil besitzen, leichter lösbar zu sein. Wir schreiben (13.5) durch Einschieben zweier sich gegenseitig aufhebender Terme zu- nächst etwas komplizierter: 

  

Ya+2 * (a) mM yg4ı Mi FA; 5 a. 
\ —y 4 De NY , 

GE) (LE) 

Die reelle Zahl m stellt hierbei einen Parameter dar, an dem man 
noch etwas "drehen" kann. Setzt man die Terme (I) und (II) einzeln gleich Null, so erhält man die Gleichungen: 

y + (a, +m)y = 0 k+2 1 k+l 
(13.7) 

my tag y 50 

Die Lösungen von (13.7) kennen wir; es sind geometrische Folgen. Beliebige Lösungen der Gleichungen (13.7) werden uns im Hinblick auf die Lösung von (13.6) nicht viel nützen. Anders verhält es sich jedoch, wenn es uns gelingt, eine Lösungsfolge zu finden, durch die beide Gleichungen in (13.7) gleichzeitig (simultan) gelöst werden. Diese Lösungsfolge macht dann nämlich jeden der beiden Terme (I) und (II) in (13.6) zu Null und stellt somit eine Lösung von (13,6) dar. Wir stehen also vor dem Problem, gemeinsame Lösungen für die Gleichungen in (13.7) zu finden. Jede Lösung einer der beiden Glei- chungen wäre insbesondere dann eine gemeinsame Lösung beider Glei- chungen, wenn die Gleichungen von vornherein zusammenfallen, das heißt, wenn in (13.7) nur eine Gleichung in verschiedener Schreib- weise steht. Dies ist offenbar wiederum genau dann der Fall, wenn
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die beiden Gleichungen in (13.7) dieselben Koeffizienten besitzen. 

Um die Koeffizienten vergleichen zu können, formen wir die Gleichun- 

gen so um, daß ein direkter Vergleich möglich wird. Wir erhalten 

für m # 0, bei gleichzeitiger Erhöhung des Laufindex k in der zwei- 

ten Gleichung: 

Yusa = a m Yarı 
a 

(13.8) 

Yar2 ” m Trrı 

Diese beiden Gleichungen fallen offenbar genau dann zusammen, wenn 

a, ne, (13.9) 

das heißt, wenn 

2 
m +am+a, = 0. (13.10) 

(13.10) stellt eine quadratische Gleichung in der Variablen m dar. 

Man nennt sie die charakteristische Gleichung und 

m+am+a 
1 0 

das charakteristische Polynom der Gleichung (13.5). Man erhält die cha- 

rakteristische Gleichung aus (13.5) formal einfach dadurch, daß man 

die Folgenglieder Ya durch m" ersetzt. 

Wenn wir eine von Null verschiedene Lösung (wurzel, Nullstelle) Mm, 

der charakteristischen Gleichung (13.10) kennen, SO stellt die geo- 

metrische Folge (u,) mit 

a0 _ K 
u, ® = = (a, m) (13.11) 

eine Lösung jeder der beiden Gleichungen in (13.8) und somit durch 

simultanes Einsetzen auch eine Lösung von (13.6) dar. Da (13.6) mit 

der Ausgangsgleichung (13.5) zusammenfällt, reduziert sich das Pro- 

blem des Auffindens einer Lösung von (13.5) auf die Lösung der qua- 

dratischen Gleichung (13.10). Die in (13.11) in zweifacher Weise 

dargestellte Lösungsfolge u,) ist zwar von nicht sehr komplizier- 

ter Gestalt; durch eine kleine Anleihe bei der Schulmathematik 

läßt sie sich jedoch noch vereinfachen. Die quadratische Gleichung 

(13.10) besitzt im allgemeinen zwei Lösungen M, und m,, die über die 

Wurzelsätze von Vieta (französischer Mathematiker, 1540 - 1603) folgen- 

dermaßen mit den Koeffizienten der Gleichung zusammenhängen: 

m_*m =a 

vi ® 2 (13.12) 

Jeder der Terme in (13.9) stellt also die zweite Wurzel m, der cha- 

rakteristischen Gleichung dar, und wir können die Lösung (u,) ein- 

facher schreiben als: 

u, = m,“ 
(13,3)
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Die beiden Wurzeln m, und Mm, der quadratischen Gleichung (13.10) 
sind jedoch im folgenden Sinne gleichberechtigt: Hätten wir den 
gesamten Prozeß mit der Lösung Mm, an Stelle von m, begonnen, so 

hätten wir als Lösung von (13.3) und (13.5) - wiederum auf Grund 
der Wurzelsätze von Vieta - die Folge (v,) mit 

- k 
..Tıy (13.14 

erhalten. 

Wir fassen zusammen: 

Satz 13.1 

Die verallgemeinerte Fibonacci-Gleichung 

Yara * AYgıı * a0Y, = 0 (13.15 
besitzt als Lösungen die geometrischen Folgen 

k k 
m d m Im en un Mt” 

wobei m, und m, die Wurzeln der zur Differenzengleichung 

(13.15) gehörenden charakteristischen Gleichung 

m? rtam+ta =0 
1 0   sind. 

Nach der allgemeinen, bekannten Lösungsformel für quadratische Glei- 
chungen besitzen m, und m, die folgende Gestalt: 

  a 

m =-44 d «Pa? - 4a 
1 2 2 1 0 

a 
- -—ı_1t. 2 _ 

A 2 2 @, “a, 

Bemerkungen 

l. In der dem obigen Satz vorangehenden Argumentation wurde von den 
beiden Wurzeln m, und m, gesprochen. Die Schlüsse bleiben auch 

dann gültig, wenn m, und Mi, zusammenfallen, denn auch für diesen 

Fall bleiben die Wurzelsätze von Vieta gültig. Wir erhalten dann 
in Satz 13.1 allerdings nur eine Lösungsfolge. 

2. Es kann durchaus vorkommen, daß die Wurzeln m, und m, der cha- 

rakteristischen Gleichung komplexe Zahlen sind. Die bisherige 
Argumentation wird dadurch nicht tangiert. Wir werden allerdings 
bald Techniken kennenlernen, mit denen man aus den komplexen 
Lösungsfolgen reelle Lösungen gewinnen kann. 

Aufgabe 13.2 

Beweisen Sie die Wurzelsätze von Vieia für quadratische Glei- 
chungen. 

Aufgabe 13.3 

Geben Sie zu den folgenden Differenzengleichungen je zwei Lö- 
sungsfolgen an:
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at nF ae 

Ban + Fr 7 > 

©) + 13,5yy41 # 6y,. =0 
I3yy+2 

a) Ya * Ws + Wu 9 

e) SYy+ı + 6,25y, ® 0 
Ya+2 ” 

£) Yyra = Yu = 0 

g) Yyrz + Yx = 0 
0 h) Ya+ı * Yx ” 

ar ray, = 8 
Yk+2 

i) Ya+2 

$ 14 Die Lösungsgesamtheit linearer homogener Differenzengleichungen 

zweiter Ordnung 

ha.] Der allgemeine Fall: nicht konstante Koeffizienten 

Im vorigen Paragraphen lenkten wir unsere Aufmerksamkeit auf die 

Suche nach irgendwelchen Lösungen der verallgemeinerten Fibonacci- 

Gleichung. Es ist uns gelungen, stets mindestens eine Lösungsfolge 

anzugeben. Wir wollen jetzt unser Augenmerk auf die Gesamtheit al- 

ler Lösungen von homogenen linearen Differenzengleichungen richten. 

Dabei orientieren wir uns stark an den Erfahrungen aus $ 10 mit der 

entsprechenden Diskussion im Falle homogener Gleichungen erster 

Ordnung. Ebenso wie dort stellt man auch im Falle von Gleichungen 

zweiter Ordnung sehr bald fest, daß für strukturelle Überlegungen 

die Beschränkung auf den Fall konstanter Koeffizienten unnötig ist. 

wir wollen also von vornherein gleich die Lösungsgesamtheit von 

Gleichungen der Form 

in + N Yes * £,(kley, = 0 

betrachten. Die wichtigste strukturelle Kennzeichnung der entspre- 

chenden Gleichung erster Ordnung war die Vektorraum-Eigenschaft 

der Lösungsmenge. Sie überträgt sich unmittelbar auf die obige 

Gleichung. 

Satz 14.1 

Die Menge # aller Lösungsfolgen der Gleichung 

£,(k) Yyra + £, (kl 'yaıı + £o(k)'Yx = 0 (14.1) 

ist ein reeller Vektorraum. 

Beweis: Die einschlägigen Argumentationen aus $ 10 übertragen sich 

unmittelbar auch auf den Fall der Ordnung 2. Wir führen deshalb 

hier nur noch einmal in exemplarischer Form den Nachweis der addi- 

tiven Abgeschlossenheit. 

Es seien (a,) und (b,) Lösungsfolgen von (14.1). Dann ist:
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£,ik)la,,, +b,,9) +f,(k)la,,ı “Di, +£,tk)- (a, +b,) = 

EEE a a € en € 

+ £),(kKl»b,,, + £.(kl'a, + £.(k)-b, = 

= f,ik)’a,,, + £,(Klea,,, + f,(klra, + 

+ £,(k)b,,y * £,(k)eb,,, * f,'klb, =0+0=0 

Das heißt, die Summenfolge (a, +b,) ist ebenfalls eine Lösung 
von (14.1). 

Auch in diesem Beweis spielt es keine Rolle, daß die Funktionen 
£,(k) und £, (8) stets von Null verschieden sind. 

Wir erkennen, daß es im Beweis von Satz 14.1 auf die Ordnung im 
Grunde genommen nicht ankommt. Alle Beweise übertragen sich unmit- 
telbar auf den Fall linearer homogener Differenzengleichungen von 
beliebiger Ordnung. 

Satz 14.2 

Für jede lineare homogene Differenzengleichung beliebiger Ord- 
nung bildet die Menge ihrer Lösungsfolgen stets einen reellen 
Vektorraum. 

Bemerkung 

Läßt man auch komplexe Folgen als Lösungen obiger Differenzenglei- 
chungen zu, so läßt sich ganz entsprechend zeigen, daß die Lösungs- 
gesamtheit einen Vektorraum über den komplexen Zahlen bildet. 

Die Lösungsgesamtheit einer homogenen Gleichung erster Ordnung be- 
steht aus allen reellen Vielfachen einer festen Lösungsfolge; das 
heißt, sie bildet einen eindimensionalen reellen Vektorraum (vgl. 
Satz 10.5 und 10.6). Die bisherigen Ergebnisse aus $13 zeigen be- 
reits, daß dies im Falle zweiter und höherer Ordnung sicher nicht 
so ist. 

Aufgabe 14.1 

Zeigen Sie, daß die beiden mit Hilfe der charakteristischen 
Gleichung ermittelten Lösungsfolgen der Fibonacci-Gleichung 

Yar2 ” Yrrı * Ye 

keine reellen Vielfachen voneinander sind. 

Die Lösungsmengen von Gleichungen zweiter und höherer Ordnung sind 
also reichhaltiger als die von Gleichungen erster Ordnung. Es wird 
unsere Aufgabe sein, ein geeignetes Maß für die Reichhaltigkeit 
der Lösungsmenge zu entwickeln. 

Kehren wir zunächst zurück zum Fall der verallgemeinerten Fibonacci- 
Gleichung 

Yar2 * AyYkyı * Rot: " D. (14.2) 

Hat die charakteristische Gleichung 

2 = m“ + am + a, * 0 

die beiden Wurzeln m, und M,, so sind nach $ 13
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k k 

{m} ken und (m, ken 

Lösungsfolgen von (14.2). Nach Satz 14.1 ist somit für beliebige 

reelle Zahlen C, und C, auch die Folge (w.) mit 

3 
w. = C,'mı * C,'M, 

eine Lösung von (14.2). In der Terminologie der Addition von Folgen 

können wir (w,) auch ausdrücken durch 

k k 

(Wu)gen = Cm Igen + 2’ (M} Iken‘ 

Man sagt auch: Die Folge (w)gen ist eine Linearkombination der 

k 
Folgen (m, gen und (m). uyr Diese Vorgehensweise führt zu folgenden 

Definitionen der linearen Algebra 

Die Vektoren by ,..+ + b„ seien Elemente des reellen Vektorraumes V. 

a) Der Vektor v e V ist eine Linearkombination der Vektoren by +.+- 

a br falls es reelle Zahlen Y,),..+, F, gibt mit der Eigen- 

schaft: 

vs r,bjt..»* 2 

b) Ist jeder Vektor ve V bei geeigneter Wahl von reellen Zahlen 

Yıreeeı In als eine solche Linearkombination der Vektoren 

Bjrere D darstellbar, so heißen die Vektoren b, ,..+r b ein 

Erzeugendensystem des Vektorraumes V. Man sagt dann auch: Die Vek- 

toren Biere b. spannen den Vektorraum V auf. 

c) Die Vektoren b,...., b„ heißen linear unabhängig, wenn der Nullvek- 

tor durch by,..., b„ Aur in Form der trivialen Linearkombination 

mit r, == E,” 0 dargestellt werden kann, das heißt, wenn aus 
n 

rıbj +...+ 2.D =0 

stets folgt: 

Y] = 12 = ...= rn ® 0 

Es gilt der 

Satz: Die Vektoren byj,...+ Dun sind genau dann linear unabhängig, 

wenn sich jeder Vektor ve Vin eindeutiger Weise als Linearkombi- 

nation der Vektoren by,..., b,„ darstellen läßt. 

Letzteres soll heißen: Ist 

ve r)'bı Ense # EL D, (r; eR ) 

und 

v=57]'bj +..+.+ 5 (s; eR )ı 

so folgt: r), = Sjı Ey = Spreeen rn = 51: 

d) Die Vektoren by,..., b, heißen eine Basis von V, wenn sie linear 

unabhängig und ein Erzeugendensystem von V sind. 

Wir erwähnen den aus der linearen Algebra wohlbekannten 

Satz: Es sei V ein Vektorraum. Dann enthält jede Basis von V die-
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selbe Anzahl von Vektoren. Diese Zahl ist zugleich die Maximal- 
zahl linear unabhängiger Vektoren des Vektorraumes V. 

e) Besteht eine und somit jede Basis des Vektorraumes V aus n Ele- 
menten, so nennt man V einen n-dimensionalen Vektorraum oder einen 
Vektorraum der Dimension n über den reellen Zahlen. 

Aufgabe 14.2 

Beweisen Sie den Satz in Teil c) der vorangehenden Definitionen 
(Gleichwertigkeit zweier Beschreibungen des Begriffs der linea- 
ren Unabhängigkeit). 

Beispiel: Der Vektorraum der n-Tupel 

Ein reelles n-Tupel ist eine geordnete Liste von reellen Zahlen, 
meist geschrieben in Spaltenform, 

rn 2)» 

Es sei n eine feste natürliche Zahl. Die Addition zweier n-Tupel 
wird definiert durch: 

gelegentlich auch in Zeilenform: (r» r 

KH u KR + u 

1 1 1 1 

I, 5, r,+Ss, 

” + - = 

In 5. D.; FI 

Die Multiplikation von reellen Zahlen und n-Tupeln ist gegeben 
durch: 

Mit diesen Verknüpfungen bildet die Menge aller reellen n-Tupel 
einen reellen Vektorraum über den reellen Zahlen, der mit RAR” bezeich- 
net wird. Der Vektorraum der n-Tupel hat die Dimensionn. Die Stan- 
dard-Basis dieses Vektorraumes wird gebildet von den n Einheitsvek- 
toren: 

1 0 0 0 0 0 1 0 i _[o .[0 -Iı - z bi; |! B, I. jff b, I, em bn-ı Io/Jf Dn ® h) 
: . : 1 0 0 0 0 0 1. 

Für n= 2 heißt R? auch der Vektorraum der Paare reeller Zahlen. Er hat die Dimension 2; Einheitsvektoren sind: 

Beh
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In der analytischen Geometrie wird die Ebene durch diesen Vektorraum 

beschrieben (Abb. 14.1). Da der Vektorraum R? die Dimension 2 hat, 

Iıvı 

I, v3 

Vi \v 
Lv 

DY +V, = 0 

EN 

  

Abb. 14.1 Abb. 14.2 

sind je drei Vektoren in der Ebene linear abhängig (Abb. 14.2). 

Zwei Vektoren in der Ebene sind genau dann linear abhängig, wenn 

der eine Vektor ein reelles Vielfaches des anderen Vektors ist. 

Im folgenden wollen wir die Diskussion wieder für beliebige lineare 

homogene Differenzengleichungen zweiter Ordnung führen, also für 

Gleichungen vom Typ 

£,(k) + £,.(0) £ (kl 'y. = 0. (14.3) 
"Yıara Ya" oo 

Das Kriterium "zweite Ordnung" besagt insbesondere, daß für alle 

KeN £,(k) = 0 und £,(k) = 0 ist. 

Um die Basis-Eigenschaft von Lösungsfolgen von Gleichung (14.3) ef- 

fektiv diskutieren zu können, benötigen wir noch ein gut überprüfba- 

res Kriterium für die lineare Unabhängigkeit solcher Folgen. Wir 

richten unser Augenmerk auf den folgenden einfachen, aber wichtigen 

Gedanken: Jede Lösungsfolge der Gleichung (14.3) ist durch Vorgabe 

ihrer Anfangswerte y, und y, vollständig bestimmt, denn alle weite- 

ren Werte berechnen sich sukzessive nach der Formel 

f(x) £,'K) 

Yer2 = ER) "Yu4i E,k) FI 
(14.4) 

aus diesen Anfangswerten. Ob zwei Lösungsfolgen tu) und iv.) von 

(14.3) linear unabhängig sind oder nicht, muß sich daher bereits 

mit Hilfe der Anfangswerte un und u) bzw. vo und v, entscheiden 

lassen. 

Satz 14.3 

Die Lösungsfolgen (len und Man der Gleichung (14.3) 

sind genau dann linear abhängig, wenn die beiden aus den An- 

u v 

fangswerten gebildeten Paarvektoren 2) und W 

] 

| linear ab- 

1 

hängig sind (als Elemente des Vektorraumes R?). 

Beweis: Sind u, und iv) linear abhängig, so gilt 

(v) ® r- (u,) für ein geeignetes reR 
k 

und somit auch
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“ii. Fi 2 
w ru, u 

Yo Yo Also sind die Vektoren n Jona v | linear abhängig. 
u 1 

%o Yo Seien nun andererseits u Jona lv | linear abhängig, also etwa 
1 1 

I ru, 
= ‚ dann gilt für v_ nach (14.4): & ru, 2 

a N Bi - 2 £,(0) 1 £,(0) [ £,(0) 1 f,(0) 0 

£,(0) £,(0) 
> mu = u, = N Fu £,(0) 1 1.0) o 2 2 2 

Mit vollständiger Induktion folgt für alle k: 

ver, 

Das heißt, (v,) = r* (u), und die Folgen (u,) und (v.) sind linear 5 : k k k k abhängig. 

Satz 14.3 ermöglicht uns also die Überprüfung der linearen Abhän- 
gigkeit zweier Lösungsfolgen anhand nur jeweils zweier Anfangs- 

u v 
werte: eine große Erleichterung. Die Paarvektoren Mn und 1 

1 I 
sind nämlich genau dann linear abhängig, wenn es eine reelle Zahl 
r# 0 gibt mit 

wer 

und 
(14.5) 

v.ru. 

Dies wiederum ist für u, * 0 und u, ® 0 genau dann erfüllt, wenn 

"o_Yı 
“ % 

gilt. Hieraus folgt schließlich durch eine offensichtliche Umfor- mung: 

u,'v, = vu 
(14.6) 

Die Bedingung (14.6) ist nun aber auch ohne die einschränkende 
Voraussetzung u z 0 und u, » 0 zu (14.5) gleichwertig, und wir 

können formulieren: 

Satz 14.4 

Die Folgen lg und Wen seien Lösungsfolgen der homo- 

genen Gleichung zweiter Ordnung: 

f,(kly.s + Eikl og, u + £,Ik)'y, -=o (14.7) 
Dann sind die folgenden Bedingungen paarweise gleichwertig: 
a) Die Folgen Une und Melen sind linear abhängig. N
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u 0 Yo 
und sind linear abhängig. 

u u 
b) Die Paarvektoren | 

c) ut Vo 

Für die linke Seite der zu (14.6) äquivalenten Gleichung 

UV, 7 uUVo ® 0 (14.8) 

hat man in der linearen Algebra eine prägnante und verallgemeine- 

rungsfähige Bezeichnungs- und Schreibweise eingeführt. Man schreibt 

    

u v 
Oo oO 

" “ = Uy'V] = U] 'Vo (14.9) 

al 1 

Un Vo U. Vo 
und nennt die zum Schema der quadratischen Matrix 

i % UV]     
gehörende Determinante. (Der Begriff Matrix wird hier in nicht forma- 

ler Weise als quadratische Tabelle verwendet.) Das Determinanten- 

schema ist besonders deswegen sehr einprägsam, weil die Auswertung 

der Determinante nach dem folgenden "Kreuzschema" erfolgt: 

a c 
sr 

pr 

Mit diesen Bezeichnungen können wir Satz 14.4 auch wie folgt for- 

mulieren: 

= ad - bc 
    

Satz 14.5 ("Determinantenkriterium") 

Die Lösungsfolgen (u,) und (v,} von (14.7) sind genau dann 

linear unabhängig, wenn die Determinante 

    
von Null verschieden ist. 

Aufgabe 14.3 

Überprüfen Sie mit Hilfe des Determinantenkriteriums aus Satz 

14.5, ob die von Ihnen in Aufgabe 13.3 gefundenen Lösungsfol- 

gen jeweils linear unabhängig sind oder nicht. 

Wir wissen bereits aus Satz 14.1, daß die Lösungsgesamtheit jeder 

linearen homogenen Differenzengleichung zweiter Ordnung einen reel- 

len Vektorraum bildet. Die Nützlichkeit des Determinantenkriteri- 

ums erweist sich an den folgenden Ergebnissen: 

Satz 14.6 

Die Lösungsgesamtheit der linearen homogenen Differenzenglei- 

chung zweiter Ordnung 

£z(K) Yyın + £,(K)'Yyırı * folk)’ y„ = 0 (14.10) 

ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2. (Die Voraussetzung 

hinsichtlich der Ordnung besagt insbesondere, daß £,(k) und 

£,(k) stets von Null verschieden sind.)
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Beweis: Durch die Anfangswerte Un =1, u, =0, vo=0 und v,=1 sind 

wegen der sukzessiven Berechenbarkeit aller weiteren Folgenglieder 
mit Hilfe von (14.4) zwei Folgen {u,) und (vu) festgelegt, die nacl 
dem Determinantenkriterium linear unabhängig sind: 

10 

6 a 4 
U Vo 

      

u Y) 

Die Dimension der Lösungsgesamtheit ist also mindestens gleich 2. 
Größer als 2 kann sie aber auch nicht sein, da die lineare Unab- 

hängigkeit der Lösungsfolgen bereits im Vektorraum R? der Paare 
von Anfangswerten entschieden wird und dieser Vektorraum die Dimen- 
sion 2 hat. ° 

[14.2] Die Lösung der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung (im Falle ver- 
schiedener Wurzeln des charakteristischen Po] ynoms ) 

Abschließend kehren wir zurück zur Frage nach der Lösungsgesamt- 
heit der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung 

Yer2 * Ay 'Yr+ı * Ag'Yyy = 0. (14.11 

Nach Satz 14.6 wissen wir, daß ihre Lösungsgesamtheit die Dimen- 
sion 2 hat. In Satz 13.1 haben wir mit Hilfe der charakteristi- 
schen Gleichung bereits zwei Lösungsfolgen gefunden. Die nahelie- 
gende Frage, ob und wann diese beiden Lösungen eine Basis des Lö- 
sungsraumes darstellen, beantwortet: 

Satz 14.7 

Die zur verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung (14.11) gehören- 
de charakteristische Gleichuhg 

2 
m +a,m+ a, * 0 

möge die Wurzeln Mm, und Mm, besitzen. Genau dann sind die Lö- 

sungsfolgen 

k k 
(IM) Igen Und Im, gen (14.12 

von (14.11) eine Basis der Lösungsgesamtheit, wenn m ®m ist; 

Beweis: Die aus den Anfangswerten mi m", m,°und m,\ 
Determinante lautet: 

1 1 

M} Mm, 

gebildete 

    

Das Determinantenkriterium ergibt also lineare Unabhängigkeit für 
m = m, und lineare Abhängigkeit für mM = m. 

Bemerkung: In einer etwas traditionelleren Terminologie nennt man 
die Basis einer Lösungsgesamtheit einer homogenen Differenzenglei- 
chung auch ein Fundamentalsystem von Lösungsfolgen. 

Jede Lösung der Gleichung (14.11) läßt sich also, mit geeigneten 
Konstanten C, und cz: in der Form : 

Ye = Cm + Cm, 
schreiben. Man nennt diese Darstellung in Mißbrauch des bestimmten
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Artikels deshalb gelegentlich auch die "die allgemeine Lösung" der Glei- 

chung (14.11). In demselben Sinn wird diese Terminologie auch bei 

inhomogenen Gleichungen und bei Gleichungen höheren Grades verwendet. 

Vor uns liegen noch die folgenden Aufgaben: 

1. Bestimmung eines Fundamentalsystems der verallgemeinerten Fibo- 

nacci-Gleichung im Fall mm, im, . Mm, sind die Wurzeln des 

charakteristischen Polynons). 

2, a) Bestimmung eines Fundamentalsystems im Falle einer linearen 

homogenen Differenzengleichung n-ter Ordnung mit konstanten 

Koeffizienten. 

b) Bestimmung reeller Fundamentalsysteme, falls die Koeffizienten 

der Differenzengleichung reelle Zahlen sind. 

Beispiel: Die Fibonacci-Zahlen 

Wir sind jetzt in der Lage, das bereits in $6 vorgestellte Trep- 

penproblem nicht nur durch einen mehr oder weniger vom Himmel fal- 

lenden Ansatz {wie dort geschehen), sondern durch systematisches 

Vorgehen vollständig zu lösen. Die dem Problem zugrundeliegende 

Fibonacci-Gleichung 

Yur2 " Ik+ı " Yk 
(14.13) 

hat die charakteristische Gleichung 

  

m -m-1=0 (14.14) 

mit den Lösungen 

„i,k.dgsz -4 n.=5t5 1+4 z ıı +/5) 

und 

m.-t-1Lyr -3 1-5 
2 2 2 2 " 

Für die allgemeine Lösung (u,) der Fibonacci-Gleichung gilt somit: 

une kr 
u, * ce ( 3 ) + ©, ( 3 = (14.15) 

Jede dieser Lösungsfolgen ist durch die Anfangswerte ug und u] fest- 

gelegt. Die Standard-Fibonaccizahlen (£,) ken haben die Anfangs- 

werte f_ = Lund f, = 1. 
0 3 

Wir wollen nun die Koeffizienten C, und €, der allgemeinen Lösung 

(14.15) so bestimmen, daß mit ihnen gerade die Folge der Standard- 

Fibonaccizahlen beschrieben wird. Dazu ist notwendig: 

_ _ „L+/5,9 „1,5, 

£, ® 1 >= mE + el) 

une .rkrä,t tt 
f} = 1 = Ce, a + Ce, 4 

Dies läßt sich einfacher schreiben als: 

Ce, + ce, = 1 

(1+/5) °C, + Le, 29
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Ersetzen von C, durch 1 -C, in der zweiten Gleichung führt zu 

  

(1 + /5)C, + (1-75) - (1 8), = 2, 

also zu 

rn: 

Für C, folgt: 

Ss „ 5 -1-,5__1-5 
a ae 

Die explizite Form der Standard-Fibonaccizahlen ist also: 

  

  

  
  

ei, lit _ L= 5 gie Öl 
k 2/5 2 2/5 2 2 

beziehungsweise 

k+l " k+1 er li  - a ) (14.16) 
Man vergleiche dies mit (6.2). 

Aufgabe 14.4 

Jede Lösungsfolge (u) der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichun: 

ist entweder festgelegt durch die Anfangswerte u, und u, oder 

durch die Koeffizienten €, und c, bei Darstellung von u) 

durch die Standard-Basis 

ne , um.k 
%% = Cm + Cy'm 

(es seim # m). 1 
Bestimmen Sie C, und C, so, daß die Folge (u, ) die Anfangswer- 

te u, und u] hat. 

Aufgabe 14.5 

Lösen Sie die Tilgungsgleichung 

Yk4ı ” Ay, + B (#) 

durch das Verfahren des Homogenisierens. Geben Sie zunächst die 
allgemeine Lösung der homogenisierten Gleichung an und legen Sie 
dann die Koeffizienten C| und c, so fest, daß die Lösungsfolge d 
Gleichung (#) löst und den vorgegebenen Anfangswert %, annimmt, 

114.3] Ein Fundamentalsystem der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung 
im Falle einer Doppelwurzel des charakteristischen Pol ynoms 

Für den Fall, daß die Wurzeln m, und M, des zur Gleichung 

Yg+2 * a1 'Yerı + ay'y. = 0 (14.17) 
gehörenden charakteristischen Polynoms 

2 
mta,'m+ta 1 0 (14.18) 

zusammenfallen, wenn also
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mm = m 
(14.19) 

ist, gelten nach den Vietaschen Wurzelsätzen (13.12) die Beziehungen 

an * m 

a, = -2m. 
(14.20) 

Die Differenzengleichung (14.17) kann also auch wie folgt geschrie- 

ben werden: 

Yarz 7 2MYgyı * may, = 0 (14.21) 

oder 

Yara = Me Yyaı 7 Mye (14.22) 

um Hinweise auf weitere (neben der bereits aus Satz 14.1 bekannten) 

Lösungen von (14.21) zu bekommen, tun wir das, was man immer tun 

kann, wenn man keine bessere Idee hat: Wir lassen entsprechend der 

empirischen Lösungsmethode den durch (14.22) gegebenen rekursiven 

Prozeß ausgehend von festen Anfangswerten Yo und y, aus ablaufen 

und erhalten: 
- -2 

yY, = 2m y), = MU Yo (14.23) 

y, = 2it.y, - my, = 2m(2h-y, - m? yo) - my, = 

= 3m? -y, - am’ yo 

ya = 2hry, - n?-y, = 2M(3m?-y, - 2md-y,) - Milziey, - m2-y,) ® 

= 4td-y, - 3md-y, 

Y; ® my, Mey, = 2intam’-y, - 3m*-y,) - m? (3m -y, - 2amt-y,) ® 

- end, - Ah: = 5m’*y] am Yo 

Diese Entwicklung legt spätestens jetzt die Vermutung 

ya kentley, = (K-DMyo (14.24) 

(für k 2 2) nahe. Wir beweisen sie mit vollständiger Induktion. Die 

Verankerung ist mit (14.23) erbracht. Wir nehmen an, die Aussage 

sei für alle i mit 2 s i z r richtig und führen den Induktionsschluß: 

Yayy 2i0*y, ” Mey. = 

= Me rl, _ _ ei = 
= 2m (rm Yı (er -1) m yo) 

- m (ir - D-m2dey, - te 2) meteyo) = 

= (r+1)- my, ww r-metley, 

Unsere Vermutung (14.24) hat sich also als richtig erwiesen. Wir 

nützen sie aus, um eine von ae linear unabhängige Lösung zu 

£Xinden. Wir brauchen die Anfangswerte yo und Yı dabei nur So zu 

wählen, daß die Determinante
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1 Yo 
& 

(14.25 m Yı 

  

  
von Null verschieden wird. Dabei spricht nichts dagegen, wenn wir Y, und Yı im Rahmen dieser Vorgabe so einfach wie möglich wählen: 

Yo ® 0; y,* 1 
(14.26 

Die Determinante (14.25) nimmt dann den von Null verschiedenen Wert an, und wir haben die zweite Basislösung gefunden: 

Satz 14.8 

Fallen die Wurzeln m, und m, des charakteristischen Polynoms 

der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung 

Yar2 * Ay Yyyı * au 'Y, = 0 ui 
zusammen (im, =m, = m), dann sind die Lösungsfolgen 

-k .mk-1 (m ken und (k-m ken (14.28 

ein Fundamentalsystem, das heißt eine Basis der Lösungsgesamt- heit von (14.27). 

Wir sollten derartige allgemeine Aussagen nachträglich noch einmal bewußt auf Sonderfälle abklopfen, denn wir haben uns bisher keine Gedanken darüber gemacht, was passiert, wenn eine der beiden oder sogar beide Wurzeln m, und M, des charakteristischen Polynoms Null sind. 

wir nehmen zunächst an, daß m, = 0 ist. Nach den Wurzelsätzen von Vieta (13.12) folgt dann 

a, 0 

Bereits in diesem und natürlich erst recht im Falle m, = m, =0 
liegt mit (14.27) gar keine Gleichung der Ordnung 2 vor. Umgekehrt folgt aus der Voraussetzung, daß die Ausgangsgleichung die Ord- nung 2 habe: Keine der Lösungen des zugehörigen charakteristischen Polynoms ist Null. 

Aufgabe 14.6 

a) Geben Sie für die folgende Gleichung ein Fundamentalsystem und die "allgemeine Lösung" an: 

u re 
b) Geben Sie für die obige Gleichung eine Lösung mit den An- 

fangswerten 

Yo *5 und y #=3 

an. 

Aufgabe 14.7 

Die quadratische Gleichung 

? +am+a =0 Mm 1 0 

besitze die Doppelwurzel m = m, = m. Diskutieren Sie die 
Frage, ob m eine komplexe (nicht reelle) Zahl sein kann.
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Aufgabe 14.8 

a) Zeigen Sie: Ist (men eine Lösungsfolge einer homogenen 

linearen Differenzengleichung, so sind es auch die Folgen 

k+l k-1 
(m Iken und (m ken’ 

b) Die charakteristische Gleichung 

2 = m“ +a,m+t a, 0 

der Differenzengleichung 

Yan + aa Ya + ge * 9 

besitze die Doppelwurzel m. Zeigen Sie: Die Folge 

(kmk) 

ist eine Lösungsfolge der gegebenen Differenzengleichung, 

und die Folgen 

(m), (k-mk) 

bilden ein Fundamentalsystem ihrer Lösungsgesamtheit. 

$ 15 Komplexe Lösungen der charakteristischen Gleichung 

115.1] Die Problemstellung: komplexe Lösungsfolgen trotz reeller Koeffizienten 

Das zur Gleichung 

Tora * Yıı * iu ° ® 615.27 

gehörende charakteristische Polynom 

m®+m+1 (15.2) 

hat die komplexen Wurzeln 

„1,1: = we re m =75*97 ’ m, 3 373 € (15.3) 

Die allgemeine Lösung von (15.1) hat somit die Form 

.(-L,1osyx .ıL_1iros% 
5 

c, ( 5 +3V 3r= + C, ( 5 5/ 3%, (15.4) 

wobei c, und C, noch frei wählbare Koeffizienten sind. 

Für die Anfangswerte 

I * 0 und y, *® 1 

sind jedoch alle Glieder der Folge reell, ja sogar ganzzahlig, wie 

man unmittelbar an dem rekursiven Berechnungsschema 

Yar2 ° "Irrı 7 Yx 

ablesen kann. 

Der in (15.4) dargestellte komplexe Term liefert also bei den obi-
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gen Anfangswerten nur reelle Zahlen. 

Aufgabe 15.1 

Legen Sie in (15.1) die Koeffizienten Cl und c, so fest, daß 

gerade die Folge mit den Anfangswerten Yo = 0 und Y, * 1 entste 

Dieser merkwürdige Sachverhalt drängt geradezu die Frage auf, ob es nicht möglich ist, zu der gegebenen verallgemeinerten Fibonacci- 
Gleichung 

Yk+2 * Ay 'Ygrı * ao'Yyg = 0 (15.5) 
mit reellen Koeffizienten a, und a, Stets auch ein Fundamentalsy- 
stem zu finden, das aus reellen Folgen besteht. Falls die Wurzeln 
m, und Mm, des zu (15.5) gehörenden charakteristischen Polynoms zu- 
sammenfallen, sind sie zwangsläufig reell; siehe Aufgabe 14.7. 
Wir können im folgenden daher stets annehmen, daß m, und m, ver- schieden sind. y ? 

115.2] Kleiner Exkurs über komplexe Zahlen 

keine reelle Zahl r kommt als Lösung der Gleichung 

x?2+1=0 (15.6) 
in Frage. Denn für jede reelle Zahl r ist r?2 = 0 und somit 

r?+ı 21. 

wir führen die formale Schreibfigur Y-1 ein und vereinbaren, mit 
diesem Symbol wie folgt zu rechnen: 

v-1 v1 = -1 (15.7) 
Statt /-I verwendet man auch häufig das Symbol i. (15.7) wird 
dann zu 

ii=i?=-ı - (15.8) 
Man nennt i die imaginäre Einheit. Durch Kombination mit den reellen Zahlen a und b erhält man die formale Schreibfigur 

a+bi, 

die man als eine komplexe Zahl bezeichnet. Die Gesamtheit aller die- ser Schreibfiguren nennt man die Menge C der komplexen Zahlen: 

C= {a+b’i/a,ber} 

Man vereinbart weiterhin, daß die Schreibfiguren a, bi und 
a, *b,-i genau dann dieselbe komplexe Zahl darstellen sollen, wenn 
a, = a, ud DB, = b, ist. 

In € definiert man eine Addition und eine Multiplikation in nahe- 
liegender Weise durch: 

(a, +b i) + (a, +b,i) = (a, +a,) + (b, +b,)i (15.9) 

(a, +b, U & (a,*+b,i) = (a,a,-b,b) + (a,b, +ba,)-i 

Motivation für diese Definition der Multiplikation ist offenbar
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das formal distributive Auflösen der Klammern und das Ersetzen von 

i? durch -1. 

Gleichung (15.6) besitzt nun in € die Lösungen i und -i. 

Mit den obigen Verknüpfungen bilden die komplexen Zahlen offenbar 

einen Zahlbereich, in dem man in ähnlicher Weise rechnen kann wie 

im Bereich der reellen Zahlen. 

Ist a # 0 oder b * 0, so kann man offenbar jede komplexe Zahl 

c+di durch a+bi dividieren und erhält wieder eine komplexe Zahl: 

  

  

e+di _ (a-bi)le+di) _ (ac +bd) + (ad -be)i 

at+tbi (a-bi)la+bi) a? +2 ' 

also 

ce+di _ ac+bd ad-bc,, 
Semi” 8 % 1 Ts (15.10) 

a?+ b? at. 9° 

Für b=0 wird aus a+bi die reelle Zahl a. In diesem Sinne können 

die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen angesehen 

werden. Für a=0 wird aus a+bi die komplexe Zahl bi. Komplexe 

Zahlen der Form b-i bezeichnet man auch als rein imaginär (oder nur 

als imaginär). Die reelle Zahl a wird als der Realteil, die Zahl b 

als der Imaginärteil der komplexen Zahl a+bi bezeichnet. 

Aufgabe 15.2 

Zeigen Sie: Für b, = 0 und b, = 0 fallen die in (15.9) defi- 

nierten Rechenvorschriften für komplexe Zahlen mit den Rechen- 

operationen für reelle Zahlen zusammen. 

Man sagt: Die in (15.9) definierten Verknüpfungen stellen eine 

Erweiterung der von den reellen Zahlen her bekannten Rechenregeln 

dar; sie sind mit letzteren verträglich. Wenn die Erweiterung von 

Rechenbereichen derartigen Verträglichkeitsbedingungen genügt, sagt 

man auch, daß die Erweiterung im Sinne des Permanenzprinzips vollzo- 

gen wurde. 

Wir wollen nun die komplexen Zahlen noch aus einer etwas anderen 

Perspektive betrachten. Wenn wir in etwas umständlicherer, aber si- 

cher zulässiger Schreibweise die Zahl 

   
  

    
  

  

a+bi als a-l + bei u 

4i a1 + bi (a+c)+(b+di 

3it in 

Betrag 

(Länge): b]”] bi 
ir i 

+ i 4 + + 
7 + + + + 

3-1 21 23358 % a 
a 

Betrag (Länge) : a 
al Abb. 15.2 

al Abb. 15.1
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schreiben, so sehen wir, daß sich jede komplexe Zahl in eindeutiger 
Weise als Linearkombination der komplexen Zahlen 1 und i mit reel- 
len Koeffizienten a und b schreiben läßt. In der Sprechweise der 
linearen Algebra sind also die komplexen Zahlen ein zweidimensiona- 
ler Vektorraum über den reellen Zahlen. Als Standardbasis verwendet 
man meist die "Vektoren" 1 und i. Die Standardveranschaulichung ei- 
nes zweidimensionalen reellen Vektorraumes in Form der gewöhnlichen 
Ebene führt zur Darstellung der komplexen Zahlen als Punkte der 
komplexen Zahlenebene (Abbildung 15.1). 

Durch diese vektorielle Deutung komplexer Zahlen läßt sich die Ad- 
dition solcher Zahlen sehr schön als die Addition der entsprechen- 
den Vektoren in der Ebene auffassen. Wir identifizieren hierbei die 
Punkte der Ebene und ihre Ortsvektoren (Abbildung 15.2). 

Im Sinne von Abbildung 15.3 kann der Punkt a+bi aber auch durch 
den Winkel $ und den Abstand r des Punktes vom Ursprung beschrieben 
werden. 

T Länge:a=r- cos p 
Hu a hl 
  

Länge:b=r- sing 

  PR ERBE 
    

  

Abb.15.3 

Ordnet man den Einheitsvektoren 1 und i jeweils die Länge 1 zu, so 
ist der Abstand des Punktes a +bi vom Ursprung nach dem Satz von 
Pythagoras: 

r = /a? +D2 (15.12) 

Unter Verwendung trigonometrischer Funktionen gilt für die Koordi- 
naten a und b: 

a 
a = r-cos$ bzw. cos$ = ——— 

Kar 6 BR (15.13) 
b = r*sin® bzw. sin® = and nung 

Ja? +52 
Also ist 

at+tbi = r*(cos® + i-sin®). (15.14) 

Hierbei wurde die aus (15.9) leicht ableitbare Regel "di = i-d 
für alle deR" verwendet. Die Darstellung einer komplexen Zahl 
durch die Parameter r und $ im obigen Sinne nennt man auch die 
Darstellung der Zahl durch Polarkoordinaten. Der Winkel $ heißt das 
Argument , die (reelle) Zahl r der Betrag der komplexen Zahl 
r-.(cos$ + i*sing). Diese Darstellung erlaubt die folgende schöne 
geometrische Deutung der Multiplikation komplexer Zahlen. 

Zunächst seien: 

a+bi =r-(cos$+ i-sing) 

(15.45) 
e+di =r-(cosy+ i"siny)
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Dann ist: 

(a+bi)-(c+di) = 

= r-s- ((cos$-cos® - sin$-siny) + i(sindcosp + sinvcosp)) (15.16) 

Unter Verwendung der trigonometrischen Gleichungen 

sin(a +ß) = sina-cosß + cosa-sinß 

und 

cosla +ß) = cosa'cosß - sina'sinß 

erhalten wir aus (15.16) die Gleichung 

(a+bi)-(e+di) = r-s-(cos(d +y) + i-sin($ +yY)) 

Die letzte Gleichung läßt folgende Interpretation zu: Komplexe Zah- 

len werden multipliziert, indem man ihre Beträge multipliziert und 

die Argumente addiert (Abbildung 15,4) % 

Die Multiplikation ist in jedem Zahlbereich zugleich auch die Vor- 

stufe des Potenzierens. Speziell für 

(15.17) 

(15.18) 

a+tbi = c+di 

liefert (15.18): 

(a+bi)? = r’(cos2# + i"sin 29), 

also 

(r(cos$ + i-sind))? = r?(cos 2% + i"sin 29). (15.19) 

Weiterhin ist 

(r (cos® + i-sind))? = r3(cos 2$ + i"sin 2$) (cos$ + i"sine) = 

= r3((cos 2$cos# - sin 24sing) + i"-(sin 2$cos$ + cos 2#sing)) 

und somit nach (15.7): 

(15.20) 
(r (cos$ + i-sing))? = r’- (cos 39 + i-sin 36) 

ts: (cos (+ y)-+isin(p+ Y)) 

   
   Strahlensatz; 

    
Abb. 15.4
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Mit vollständiger Induktion folgt die Formel von Moivre (französischer 
Mathematiker, 1667 - 1754): 

(rr (cos$ + i-sing))? = r"(cosn-$ + i-sinn-9) (15.21 

Damit möchten wir den Exkurs über komplexe Zahlen beenden. Für wei- 
tere interessante Ausführungen über komplexe Zahlen sei auf das le- 
senswerte Göschen-Bändchen "Elemente der Funktionentheorie" von 
K. Knopp verwiesen. Wir verlassen diesen Abschnitt jedoch nicht 
ohne das Zitat des folgenden, für viele Bereiche der Mathematik 
grundlegenden Satzes: 

Fundamentalsatz der Algebra 

Jedes Polynom 

(x) = x" +a ie Hax’+taxta P n-1 n-2 ii An 1 ö 
in der Unbestimmten x, mit den reellen oder komplexen Koeffizien- 
ten a, (i = 0,..., n-1) besitzt höchstens n paarweise verschiedene 

komplexe Nullstellen 

Kr Kyreren % (Lsrän). 

Das Polynom p(x) ist durch jeden der Faktoren (x-x,) teilbar, das 

heißt, es existiert ein Polynom q,(x) mit 

p(x) = (x-x,)rq, (x) KL E Yraıı nn Hilln 

Ist p(x) für n,eN durch (x-2,)"i, nicht aber durch (3,7 * 

teilbar, so sagt man: Die Wurzel x, besitzt die Vielfachheit n,. Be- 

rücksichtigt man noch die Vielfachheiten Nyreres N, der Wurzeln 
Kyrreer %,r 50 gilt: 

+ n te = a) n, 3 n, n 

b) Das Polynom p(x) besitzt bei n,-facher Zählung der Wurzel x; 
genau n Wurzeln. 

n n . . u n 
ec) plxX) = (x-x,) l-(x-x,) Zr tixX x r 

15.3] Die Rückführung komplexer auf reelle Lösungsfolgen 

Wie wir am Beispiel (15.1) gesehen haben, kann die Lösung der ver- 
allgemeinerten Fibonacci-Gleichung trotz reeller Koeffizienten zu 

also zu Folgen mit den Gliedern komplexen Lösungsfolgen (2, Igen' 

2% u. + iv, u: V„eR ) (15.22) 

führen. Auch die gesamten Folgen zerfallen in einen reellen Teil 
(YIken und einen imaginären Bestandteil Grvdgen: 

(Zudem 7 hen EU len ti Wlren Mau) 
Die beiden Teilfolgen (u, ) und (iv) variieren, grob anschaulich 

gesprochen, jede für sich gesehen auf der reellen bzw. der imagi- 
nären Achse der komplexen Zahlenebene. Dies wirft die Frage auf, 

ob nicht bereits jede der beiden reellen Folgen (u) und (v,) die 

Differenzengleichung erfüllt, deren Lösung zunächst in Form der
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komplexen Folge (z,) vorlag. 

Tatsächlich gilt: 

Satz 15.1 

Es sei (zZ, )gen eine komplexe Lösungsfolge der verallgemeiner- 

ten Fibonacci-Gleichung 

Yara + ar Yası * Aa'Yr "9 Wan Bit 

Ist für alle ken 

z, = u, + iv, Ur VER), (15.25) 

so sind auch die reellen Folgen (u,) und (iv) Lösungs- 

folgen von (15.24). Kken Ben 

Beweis: Nach Voraussetzung ist 

Zu42 * a,'2,41 * ay’2, ” 0. 

Daraus folgt: 

(Un4z * EN a,’ (lu, * ie v,,,) tag lu, + iv) =0 
(15.26) 

ra, "u (u 1 Yrsı * ao) a Be a a Ha =D 
k+t2 

Aus der Definition komplexer Zahlen in Abschnitt h5.2] folgt, daß 

sowohl die Realteile als auch die Imaginärteile in (15.26) jeweils 

für sich Null ergeben müssen, das heißt, 

u =0 
y k 

und 

a ta 
k+2 1 k+tl 0 

+ a, v, =0. + a] "Ygaı o"Yk VY242 

Dies wiederum besagt, daß die beiden durch (15.25) gegebenen reel- 

len Folgen u.) und vw.) Lösungen der Gleichung (15.24) sind. 

Der vorige Satz läßt sich unmittelbar wie folgt verallgemeinern: 

Satz: 15.2 

Besitzt eine lineare homogene Differenzengleichung beliebiger 

Ordnung die komplexe Lösungsfolge (zZ, )yen mit 

Ir z .-u tiv k k K (uy eV KeN 

so sind die reellen Folgen U )ken und (V,)gen ebenfalls Lö- 

sungen der Differenzengleichung. 

Kehren wir zurück zur verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung. Ihre 

charakteristische Gleichung 

2 = me+ a,m + a, = 0 (15.27) 

hat die Wurzeln 

m, = + „2 
A 2 w

i
r
 

ä ge 
= ?- - -_ı_1, 2 -/a 4a, und m, = > '’a 4a, (15.28) 

1 

Diese sind reell und verschieden für 

2 
a, 7 4a, > 0,
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komplex und verschieden für 

a,?- 4a 1 <o, 
0 

und sie fallen zusammen für 

2_ = a] 4a, 0. 

Da der Term a]? - da, die Entscheidung über diese Fälle ermöglicht, 
nennt man ihn auch die Diskriminante der Gleichung (15.27) und 
schreibt: 

en Bi D=a, 4a, (15.29) 

Wir haben nun noch den Fall komplexer Wurzeln, also D < 0, zu be- 
trachten. Dann ist (-1)°D > 0, und wir können die Wurzeln wie folgt 
schreiben: 

a1 01 Er | m == +irz/-D und ig gie 1 (15.30] 

Die Wurzeln sind also von der Form 

m=u+ iv und mn, =su-iv, (15..31) 

mit den reellen Zahlen 

aj und 1 us vs Sy ö (15.32) 

Die komplexen Zahlen m, und m, in (15.31) besitzen denselben Real- 
teil; ihre Imaginärteile gehen durch Multiplikation mit -1 ausein- 
ander hervor. Solche Paare komplexer Zahlen nennt man konjugiert 
komplex. Wir halten fest: 

Satz 15.3 

Besitzt eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten 
komplexe Lösungen, so sind diese konjugiert komplex. 

Wir können unsere Bemühungen um reelle Lösungsfolgen nach diesen 
Ausführungen nun zu Ende führen. 

Das charakteristische Polynom 

2 
mt a,m+ a, 

1 

der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung besitze die beiden kon- 
jJugiert komplexen Wurzeln 

mn =u+ iv und m, =su-iv. 

Dann bilden die komplexen Folgen 

(m, K und (m,K) 
1 Iken ken 

ein Fundamentalsystem der Lösungsgesamtheit. Wir nehmen die Folge 
k 

(m, ken 

Real- und Imaginärteil: 

unter die Lupe und betrachten die Zerlegung von m in 

m su+tivsr-(cos$ + i-sing) (15.33) 

mit
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r = Vu? + v2, 

sind = —t und cos$ = ———, 

Yu? + v2 Yu? + v2 

Auf (15.33) können wir die Formel von Moivre (15.21) anwenden und 

erhalten: 

m,“ = rK.(coskg + i*rsinke) = 

rt.coske + ir -sinke. 

Nach Satz 15.2 sind auch die reellen Folgen 

K, Kıcı 
(r Soskt) en und (r sinkö) cn (15.34) 

Lösungsfolgen der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung. Nach dem 

Determinantenkriterium, Satz 14.4, bilden die beiden Folgen sogar 

ein Fundamentalsystem, denn 

r°.cos 0 r°-sin 0 1 0 

= = r'sing. 

rl-cos$ r!»-sing r'cosod r"sind 

Da m, nach Voraussetzung nicht reell und somit insbesondere von 

Null verschieden ist, sind auch r und sing ungleich Null, und die 

Folgen in (15.34) stellen eine Basis der zweidimensionalen Lösungs- 

gesamtheit dar. Da wir durch Linearkombination der Basisvektoren 

jede Lösung erhalten können, brauchen wir die Folge (m), 5 

nicht mehr zu untersuchen. Wir fassen zusammen: e 

Satz 15.4 

Das charakteristische Polynom 

m? ra .m+a 1 0 

der verallgemeinerten Fibonaceci-Gleichung 

+ a * + a_® = 0 
k+2 1 Yes je) Y% 

besitze die konjugiert komplexen Wurzeln 

3 

m =u+r iv und m, = ü = iW 
I 2 

Dann bilden die reellen Folgen 

  

k k 
r''cosk und r""sink$) 

Yen ( 9 KeN 

mit r = u? + v2 ' 

sing = —— und cos$ = u 

u? + v u +v   ein Fundamentalsystem der Lösungsgesamtheit.
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$ 16 Lineare inhomogene Differenzengleichungen zweiter Ordnung 

[16.1] Der allgemeine Fall: nicht konstante Koeffizienten 

Nachdem wir in $14 die Lösungsgesamtheit der homogenen Gleichung 

f,(k)'y £,(K) + £,'k)'y, =0 (16.1) 

als zweidimensionalen Vektorraum erkannt haben und im Falle kon- 
stanter Koeffizienten sogar eine Basis dieses Vektorraumes angeben 
können, werden wir uns jetzt den inhomogenen Gleichungen zuwenden: 

£,iK)’Y in + ek ya + £,'k)'y, = g(k) (16.2) 
Wir orientieren uns bei der folgenden Diskussion stark am entspre- 
chenden Übergang von der homogenen zur inhomogenen Gleichung, wie 
wir ihn in $11, insbesondere in Abschnitt [11.3] ‚ ausführlich für 
Differenzengleichungen erster Ordnung entwickelt haben. 

k+2 Yerı 

Das wesentliche Ergebnis der dortigen Diskussion bestand in der 
Erkenntnis, daß man die Lösungsgesamtheit der inhomogenen Gleichung 
bereits dann vollständig kennt, wenn man die Lösungsgesamtheit der 
zugehörigen homogenen Gleichung und eine einzige spezielle Lösung 
der inhomogenen Gleichung kennt. Im Falle von Gleichungen zweiter 
Ordnung gilt entsprechend: 

Satz 16.1 

a) Die Summe aus einer Lösung ur). ci der inhomogenen Glei- 

ehung (16.2) und einer Lösung Mel der zugehörigen homo- 

genen Gleichung (16.1) ist stets eine Lösung der inhomogenen 
Gleichung (16.2). 

b) Es sei Ma eine (feste) Lösung der inhomogenen Glei- 

chung (16.2). Dann läßt sich jede Lösung (Wilen der inho- 

mogenen Gleichung (16.2) als Summe von Mren mit einer 

geeigneten Lösung VIren der zugehörigen homogenen Glei- 

chung (16.1) darstellen. 

Der Beweis dieses Satzes verläuft völlig entsprechend dem aus $S11 
bekannten Muster. Die in Teil b) gesuchte Lösung m. der zugehö- 

rigen homogenen Gleichung ist natürlich gerade die Differenz der 
beiden Lösungen der inhomogenen Gleichung: 

= * ee, * 
wert N Wen’ 

Die Annahme, daß sich der Inhalt von Satz 16.1 nicht auf lineare 
Differenzengleichungen beliebiger Ordnung übertrage, wäre ein ge- 
radezu unverbesserlicher Pessimismus. 

Satz 16.2 

Der Inhalt von Satz 16.1 gilt in entsprechend abgewandelter 
Form für alle linearen Differenzengleichungen beliebiger 
Ordnung. 

Auch der Beweis dieses Satzes verläuft völlig nach dem aus $ 11 
bekannten Strickmuster.
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[16.2] Die Lagerhaltungs-Gleichung (lineare Differenzengleichung zweiter 

Ordnung mit konstanten Koeffizienten und konstanter Inhomogenität) 

L. A. Metzler hat 1941 ein mathematisches Modell für die Beschrei- 

bung von Lagerhaltungszyklen entwickelt, auf das wir später im Ka- 

pitel über Anwendungen aus dem Wirtschaftsleben eingehen werden. 

Die Lagerhaltungszyklen werden in diesem Modell durch eine Glei- 

chung der Form 

Yozz + Ya * da“ ® ie 

o’ a und b beschrieben. Wir wollen 

Gleichung (16.3) nicht durch die in der Überschrift dieses Ab- 

schnitts ausgesprochene unhandliche Klassifizierung beschreiben, 

sondern werden sie im folgenden kurz als die Lagerhaltungs-Gleichung 

bezeichnen. 

mit reellen Koeffizienten a 

Aufgabe 16.1 

a) Stellen Sie einen Algorithmus zur sukzessiven Berechnung ei- 

ner Lösung von (16.3) ausgehend von festen Anfangswerten 

Yo und Y, auf. 

b) Setzen Sie den Algorithmus in ein Programm um. 

Für die Darstellung der Lösungen von (16.3) in geschlossener Form 

benötigen wir nach den Ausführungen des vorigen Abschnittes nur ei- 

ne einzige Lösung der inhomogenen Gleichung, denn die Lösungsge- 

samtheit der zugehörigen homogenen Gleichung kennen wir aus $14. 

Zur Gewinnung dieser speziellen Lösung sollten wir uns an die Tech- 

niken aus $ 11, besonders Abschnitt 11.3] ‚ erinnern. Für die Til- 

gungsgleichung 

a a 

erhielten wir im Falle A = 1 eine spezielle Lösung sehr leicht in 

Falls es für (16.3) eine kon-   

B 

1-A' 

stante Lösung Y. c gibt, muß sie offensichtlich der Bedingung 

Form der konstanten Lösung y,= 

+ 'c#+ . = e+ra, et, c b 

genügen. Dies ist für Ira, +a, * 0 erfüllbar, und wir erhalten: 
0 

Eh _ 
l+ a, + 

Satz 16.3 

Die Lagerhaltungs-Gleichung 

Ya tt La 

besitzt für 1+t i öÖ * mi = zZ ür a, +a, * 0 die konstante Lösung lan mit 

b yk= (16.5) 
k 1+ ao + &ı 

Die Suche nach speziellen Lösungen der Lagerhaltungs-Gleichung für 

den Fall 

l+ta, ta] = 0 (16.6) 

werden wir in einem allgemeineren Rahmen durchführen.
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IV DER AUSBAU INDUKTIVER TECHNIKEN ZUR BEHANDLUNG VON 
LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNG 

& 17 Die Lösungsgesamtheit linearer homogener Differenzengleichungen 
beliebig hoher Ordnung 

Aus Satz 14.2 wissen wir bereits, daß die Lösungsgesamtheit der 
homogenen linearen Differenzengleichung 

y tun ta,°y a-y k+n-1 k+2 "a1 a,Y, = 0 Are, 
+a + 

k+tl 0 K Yk+n n-1' 

stets einen reellen Vektorraum bildet. Wir werden uns nun der Fra- 
ge zuwenden, welche Dimension dieser Vektorraum besitzt und wie 
man eine Basis dieses Vektorraumes erhält. Die Verankerung der da- 
bei angewandten induktiven Vorgehensweise ist in Kapitel III er- 
folgt. Wir werden uns im folgenden stark an die dort entwickelten 
Techniken anlehnen und uns gelegentlich auch auf eine exemplari- 
sche Vorgehensweise beschränken. 

An der folgenden geringfügigen Umstellung von Gleichung (17.1) 

y Eee ee, Ey 
k+n-1 2 a,'Y a,'Y 7.2 k+n k+2 1 tKıı ok 

erkennen wir, daß jede ihrer Lösungsfolgen bereits vollständig 
durch die Vorgabe der n Anfangswerte Yor Yırı Yo. bestimmt ist. 

Durch Deutung dieses n-Tupels als Spaltenvektor im Al 

Y, er" 

läßt sich die Diskussion der linearen Unabhängigkeit von Lösungs- 
folgen der Gleichung (17.1) zurückführen auf die lineare Unabhän- 
gigkeit im Raume der reellen n-Tupel. Wir erkennen deshalb sofort, 
daß die Dimension des Lösungsraumes von (17.1) höchstens gleich n 
sein kann. Im Hinblick auf die Suche nach einer Basis der Lösungs- 
gesamtheit benötigen wir zunächst noch Kriterien für die lineare 

Unabhängigkeit der Vektoren im M. 

117.1] Kriterien für die lineare Unabhängigkeit von Vektoren im RN 

Wir werden im folgenden die Frage diskutieren, wann die p Vektoren 

12 lp 

apa ayp 
Y. = Aa [rer F = Ay, (17.3) 

an2 np 

  

des n-dimensionalen reellen Vektorraumes R" linear unabhängig sind. 
Eine notwendige Bedingung dafür ist sicher, daß ps n ist. Das Kri- 
terium, das wir erarbeiten wollen, ermöglicht jedoch unabhängig von
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dieser Voraussetzung für jedes natürliche p die Entscheidung dar- 

über, ob lineare Unabhängigkeit vorliegt oder nicht. Da das zu er- 

arbeitende Entscheidungsverfahren auch noch andere Aufgaben löst, 

wollen wir den Kontext nicht unnötig einschränken und setzen nur 

voraus, daß p eine natürliche Zahl ist. 

Die Vektoren Vs. ++ 1 Yo sind genau dann linear unabhängig, wenn der 

Nullvektor nur trivial aus ihnen kombinierbar ist, wenn also aus 

2, *Vv, + r,°V, Yu un DW, = 0, (r,eR) (17.4) 

stets folgt: 

ri HE, Taunt L, =0 

In die Komponentenschreibweise übertragen, lautet (117.4) 

+ #4: = ra] r,a, tr,dn 0 

+ +...+ = 
Er, Ay, * Ey yy En dp = 0 (17.5) 

EA +7,29 Ye & ch Ei m = 0 

Eine kleine Änderung des Blickwinkels wird sich als nützlich erwei- 

sen: (17.5) kann als Versuch angesehen werden, zu vorgegebenen 

Koeffizienten ai; reelle Zahlen r, vr... r, mit den dort angegebenen 

Eigenschaften zu finden. In diesem Sinne stellt (17.5) ein lineares 

Gleichungssystem mit den Unbekannten rs... v r. und den Koeffizi- 

enten a; (i=1,...,0n7 j=1,..., p) dar. 

Eine Lösung dieses Gleichungssystems existiert stets, nämlich 

rn, = 2. Hm Ei =0 (17.6) 

Die Tatsache, daß nur diese "triviale" Lösung existiert, ist offen- 

bar gleichwertig dazu, daß die Vektoren Vıreser V aus (17.3) li- 

near unabhängig sind. pP 

Die Frage nach der linearen Unabhängigkeit von Vektoren hat uns 

also zum umfassenderen Problem der Lösung eines linearen Gleichungs- 

systems geführt. Da diese Aufgabe von großem eigenständigem Inter- 

esse ist, wollen wir uns ihr im folgenden Abschnitt zuwenden. 

[17.2] Lineare Gleichungssysteme 

Auch das aus der besonderen Fragestellung des vorigen Abschnitts 

entstandene Gleichungssystem (17.5) ist noch unnötig speziell. Es 

bereitet nur wenig mehr Mühe, von vornherein das nachstehende 

allgemeinere Gleichungssystem (17.7) zu behandeln. Die Unbekannten, 

die im Abschnitt 17.1] mit x, bezeichnet sind, nennen wir jetzt 

X wie es im Zusammenhang mit Gleichungssystemen gebräuchlicher 

ist. 

a,.X. ta,.%,+-:.:+a& =b 
ı1ı 1 12 2 lp p 1 

+ ... = 
Ayıkı * Aaa*a Aypfp ” Pa (17.7) 

ax +ta_ x, +t...ta X >=b
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Die Koeffizienten b, seien dabei - wie die ai; - fest vorgegebene re 

elle Zahlen. Sind alle b; (i=1,..., n) Null, so nennt man das 

Gleichungssystem homogen; andernfalls ist es inhomogen. Während homo- 
gene lineare Gleichungssysteme stets eine, nämlich zumindest die 
triviale Lösung besitzen, können inhomogene Systeme durchaus auch 
unlösbar sein, wie z. B. das folgende Minisystem (n = p=1) zeigt: 

2,7% * b, mit a,” 0 und DB =1 

Das im folgenden vorgestellte Verfahren zur Lösung linearer Glei- 
chungssysteme wird als Gaußscher Algorithmus bezeichnet. Ziel dieses 
Verfahrens ist es, das System (17.7) in ein gleichwertiges, ge- 
staffeltes System von der folgenden Form überzuführen: 

* * * * = * alırfı + a]aXy +++ t en? app bi 

* * * = * aAFaRy ++. -t 2. + pt b5 

Eee Rn een nn Ra ee (17.8) 
a* X + a* x = b* 
p-1,p-1p-1 p-1,p'p p-1 

a* x = b* 
PP P pP 

Die geforderte Gleichwertigkeit beider Systeme bedeutet dabei, daß 
sie dieselben Lösungen besitzen müssen. Ist die Überführung von 
(17.7) in (17.8) gelungen und sind die neuen Koeffizienten a*. 

  

  

  

(i=1,..., p) von Null verschieden, so lassen sich die Lösungdn 
x, wie folgt von "unten nach oben" aus (17.8) ermitteln: 

b* 

p DE = 

a*r 

. PP 

2 = 3 en - ar, x_) 
P p-1,p-1 P P-1l,P pP 

Keraenn geRie = u TEE EEE TR KERN (17.9) 
zul 1 Ko * * - = * x, 3%, (b3 ayzXz ar Ten a) 

= 1 E oc * u * en we * 

= ar (bi = ay,%, 7 afa%y T+>- A 
Die Unlösbarkeit des Systems (17.7) muß also dadurch zum Ausdruck 
kommen, daß eine Überführung des Gleichungssystems in die Form 
(17.8) nicht möglich ist. Auch die Existenz mehrdeutiger Lösungen 
muß sich an der endgültigen Form des gestaffelten Gleichungssy- 
stems ablesen lassen. 

Die entscheidende Bedingung bei der im allgemeinen in mehreren Stu- 
fen durchzuführenden Überführung von (17.7) in ein gestaffeltes 
System ist, daß die Lösungsmenge des Gesamtsystems durch keinen 
der Umformungsschritte verändert wird. Wie bereits aus der ele- 
mentaren Gleichungslehre bekannt ist, erfüllen die folgenden Um- 
formungen diese Voraussetzung: 

Zul Erste zulässige Zeilenumformung: Multiplikation aller Koeffi- 
zienten einer Zeile mit einer von Null verschiedenen reellen 
Zahl 

ZU2 Zweite zulässige Zeilenumformung: Addition aller Koeffizienten 
einer Zeile zu den entsprechenden Koeffizienten einer anderen 
Zeile
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ZzU3 Dritte zulässige Zeilenumformung: Austausch zweier Zeilen 

Kombination von ZUl und ZU2 ergibt die folgende häufig angewandte 

zulässige Zeilenoperation: 

ZU4 Addition eines reellen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen 

Zeile 

Schließlich ist noch klar, daß man Zeilen weglassen kann, in denen 

alle Koeffizienten (einschließlich der rechten Seite) gleich Null 

sind. 

Der besseren Übersichtlichkeit halber werden die Spaltenvektoren 

aus (17.3) bzw. die Koeffizienten a; aus (17.7) häufig in folgen- 

dem rechteckigem Tabellenschema zusammengefaßt: 

a 
a]ıı Aıa onen 1p 

BR = a5) 0 Aga2a tr Asp (17.10) 

Anı Ana nr Aup 

Ein derartiges rechteckiges Tabellenschema bezeichnet man als eine 

nxp-Matrix (lies: n-mal-p-Matrix). Sind die Eintragungen aiz der 

Matrix etwa wie in unserem Fall Koeffizienten eines Gleichungssy- 

stems, so bezeichnet man die Matrix A als die Koeffizientenmatrix des 

Gleichungssystems. Die Elemente a; mit j=1,..., p bezeichnet man 

als die i-te Zeile, die Elemente a;; mit i=1,..., nals die j-te 

Spalte der Matrix A bzw. des zugehörigen Gleichungssystens. 

Stellt man die Unbekannten X, 1+-+r %, in Form eines Spaltenvektors 

= 
% 

w= 2 und die Koeffizienten b. der rechten Seite von (17.7) 

x 1 
pP b, 

als Spaltenvektor u = . dar, so läßt sich für den Kenner der 

b 
n 

Matrizenmultiplikation das Gleichungssystem (17.7) kurz in der 

Form 

Aw=u 
(17,11) 

schreiben. Wir werden die Matrizenmultiplikation im folgenden je- 

doch nicht verwenden. 

[17.3] Die Grundzüge des Gaußschen Algorithmus 

Ausgehend vom Gleichungssystem (17.7) versuchen wir, die Koeffizi- 

enten a, der "Anfangsspalte" mit Ausnahme von a,, ZU Null zu ma- 

chen. Dabei können die folgenden Fälle auftreten: 

Fall 1: a,]* 0. Dann erreichen wir das obige Ziel durch Subtraktion 

a, 

des 41 _rachen der ersten Zeile von der i-ten zeile (für i 2 2). 

ıl
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Fall 2: An ® 0; 

Fall 2.1: Es gibt in der ersten Spalte einen Koeffizienten a1, 
der von Null verschieden ist. Dann erreicht man das gesteckte Ziel durch Tausch der ersten mit der k-ten Zeile und anschlie- Bendes Verfahren wie im Fall 1. 

Fell 2.2: Alle Koeffizienten der ersten Spalte sind Null. Dann ist das gesteckte Ziel der Staffelung des Gleichungssystems im Hin- blick auf die erste Spalte bereits erreicht. 
Die Elimination der ersten Variablen x, aus den Gleichungen 
2,..., n ist nun erreicht. In den Fällen l und 2.1 wird sich x] 
entsprechend dem Schema (17.9) eindeutig berechnen lassen. Im Fal- le 2.2 lautet die erste Zeile des gestaffelten Systens: 

0°x%, ag Rfy ter .t Fin Fe =: Bi (17.12 

Entsprechend der Vorgehensweise in der ersten Spalte versuchen wir in diesem Fall, alle in der zweiten Spalte unter @], Stehenden Ko- 
effizienten a, (i 2 2) zu Null zu machen. Hierbei können, entspre- 2 
chend der Vorgehensweise bei der ersten Spalte, wiederum die folgen 
den Fälle auftreten: 

Fall 2.2.1: a, * 0. 

Fall 2.2.2: ä,;, > 0. 

Fall 2.2.2.1: Es gibt in der zweiten Spalte einen Koeffizienten a2 der von Null verschieden ist. 
Fall 2.2.2.2: Alle Koeffizienten der zweiten Spalte sind Null. 

In den Fällen 2.2.1 bzw. 2.2.2.1 wird das Ziel der Staffelung des Gleichungssystems durch entsprechendes Vorgehen wie in den Fällen 1 bzw. 2.1 erreicht. Im Falle 2.2.2.2 war zusätzlich zur ersten Spalte von vornherein auch bereits die zweite Spalte gleich Null; das heißt, die ersten beiden Spalten hatten bereits zu Beginn des Verfahrens die gewünschte Staffelungsform. In diesem Falle fahren wir mit dem Koeffizienten a]3 fort und versuchen, die dritte Spal- 
te unterhalb von a), zu Null zu machen. Ist bereits die ganze drit- 
te Spalte gleich Null, so fahren wir bei der vierten, fünften, ..., p-ten Spalte fort. Bei diesem Durchsuchen der ersten Zeile können nun im wesentlichen zwei Fälle auftreten: 

Fall 3: Es gibt unter den p Spalten eine Spalte mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten. Es sei s der kleinste Spaltenindex, für den dies zutrifft (1sss P). Durch eventuell notwendigen Zeilentausch kann man stets erreichen, daß ohne Beschränkung der Allgemeinheit ar, von Null verschieden ist. 

Dieses Element Ag 

nun folgende Gestalt hat: 

nennen wir den Zeilenführer der ersten Zeile, die 

5 . * * = b#* 0°x, +0 Kyt...+0 Kot alas tr +t I br (17.13 

Aus dieser Gleichung läßt sich bei Vorlage der Lösungswerte Karl! 
Koyarrcı .- der Wert von x, eindeutig berechnen durch: 

- —1_ *_- 3% e - a* Bi; 5 at, (br a] s+1lRs4ı "+: a7p%p) (17.14)



$17 Lösung von Differenzengleichungen beliebiger Ordnung 113 

Fall 4: Es gibt unter den p Spalten keine Spalte mit einem von Null 

verschiedenen Koeffizienten. Das Gleichungssystem nimmt dann die 

folgende pathologische Gestalt an: 

0x, + O.x, t...t 0, =b 

0°x, + 0x, de DER = b, 

Bari 

0°%, +0°x%, rt 0°x%, = b 

Fall 4.1: Sind zusätzlich noch alle b, (i=1,..+, n) gleich Null, 

so wird das Gleichungssystem durch jede beliebige Belegung der 

Variablen Kırocren X, gelöst. 

Fall 4.2: Ist mindestens eines der b, von Null verschieden, so ist 

die entsprechende Zeile und somit das ganze Gleichungssystem 

durch keine Belegung der x lösbar. 

Im Fall 4 ist die Behandlung des Gleichungssystems bereits nach 

Durchgang der ersten Zeile abgeschlossen. 

Es ist im folgenden noch die Fortsetzung des Verfahrens im Anschluß 

an Fall 3 zu beschreiben. Im Fall 3 wurde der definitionsgemäß von 

Null verschiedene Zeilenführer als der ersten Zeile ermittelt. Wir 

wollen der konsequenten Bezeichnungsweise wegen im folgenden =, 

statt s und somit a* statt a*_ schreiben. 
1sı ls 

In sinngemäßer Fortsetzung des Verfahrens werden nun die weiteren 

Zeilenführer ar, rat, a Är. ermittelt. Dabei ist darauf zu 

achten, daß die vorangegangene "Ausnullung" der ersten Spalten nicht 

wieder zerstört wird. Bei der Suche nach dem Zeilenführer der Zeile 

z kommen deshalb für einen etwaigen Zeilentausch nur noch die Zei- 

len z+1, 2+2, ..-, n, nicht jedoch die vorangehenden Zeilen 1, 

2, ss. , 2-1 in Frage. Die Ermittlung der Zeilenführer ist beendet, 

wenn, etwa in der Zeile m, der Spaltenindex s, den maximalen Wert 

p oder wenn der Zeilenindex z den maximalen Wert n erreicht hat. 

Auf Grund der obigen Vorgehensweise ergibt sich 

< ° care Son. ° 
8 35 Sz Sm 

mit ms p. Im allgemeinen werden sich die Ss; dabei nicht immer um 

den Wert 1 unterscheiden, wie es bei eindeutig lösbaren Gleichungs- 

systemen stets der Fall ist. 

Das lösungsneutral veränderte Gleichungssystem nimmt dann die fol- 

gende Gestalt an: 

at x + a* x +...rat x = b* 
ls, Ss], 1,5] +1 s,*+1 lp p 1 

* +. ..+tat_ x_ = b# 
as Ro a5p p b5 
u 

ko x o Hu.tat x = bi 
ME, Sz Azp p 2 (17.15) 

at x +...rat x = b* 
ms, Sm mp p m 

‘x. + ... +0°x_ = b* 

0%, 
a p P 

0-x, + na +0'x_ = b* 
1 pP n
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Als letzter Teil der Gesamtaufgabe bleibt noch die Auswertung des 
Gleichungssystems (17.15). Eine notwendige Bedingung für die Lös- 
barkeit des Systems ist offenbar 

* = b* = = b* = 
bs bi+3 ea & 0, , 

wobei m vereinbarungsgemäß das Maximum derjenigen Zeilenindices 
ist, in deren Zeilen ein Zeilenführer existiert. 

Falls das Gleichungssystem lösbar ist, können die Lösungen nun 
von x_ bis X rückwärts fortschreitend wie folgt ermittelt werden: 

Die Variablen, die keinem Zeilenführer zugeordnet sind, können 
frei mit beliebigen Werten belegt werden. Man bezeichnet sie des- 
halb in diesem Zusammenhang auch als freie Variable. 

Im System (17.15) sind dies zunächst die Variablen 

x ER Bis 
Smtt pP 

Der Wert von x, ist dann zwangsläufig durch die Gleichung 
m 

1 x = (bt = art "x a | Sm Ans, m m,s„t+l Sn+l mp” p 

festgelegt. Danach sind die freien Variablen 

x eG 
Sm-ıtl Sn 4 

mit beliebigen Werten zu belegen und x, aus Zeile m-1 zu be- 
; . ; 4 : . stimmen. Allgemein erfolgt die Berechnung der unfreien Variablen 

  

X, in Zeile z nach Berechnung bzw. Festlegung der Variablen Ko gi 
z en x durch: 

P 

1 X == (b* - a* "x =, ae.) (17.16) S; as, z 2,s,„+l s„+1 zp p 

Der Auswertungsprozeß und damit der gesamte Gaußsche, Algorithmus 
ist beendet, wenn der Wert der Variablen x] berechnet bzw. fest- 
gelegt ist. 

wir fassen zusammen: 

Satz 17.1 

Das lineare Gleichungssystem (17.7), bestehend aus n Gleichun- 
gen in p Unbekannten, ist genau dann lösbar, wenn im lösungs- 
neutral veränderten gleichwertigen gestaffelten System (17.15) 
die Koeffizienten 

* * Dry b* 

gleich Null sind. Dabei ist m der maximale Zeilenindex, in des- 
sen Zeile noch ein Zeilenführer existiert. 

Im Falle der Lösbarkeit des Gleichungssystems erhält man die 
Lösungen Kıreecı By . 

a) bei einer freien Variablen x; durch Einsetzen eines belie- 

bigen Wertes für x 

b) andernfalls entsprechend dem Berechnungsschema (17.16) 
mit i an Stelle von S,-   

Insgesamt gibt es p-m freie Variable, für die beliebige Werte ein- 
gesetzt werden können. Man formuliert diesen Sachverhalt auch durch
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die Sprechweise: Die Lösungsschar des Gleichungssystems ist (p-m)- 

parametrig. Im Hinblick auf die eingangs gestellte Frage erhalten 

wir das Ergebnis: 

Satz 17.2 

Die Vektoren Vy re... , Y in (17.3) sind genau dann linear unab- 

hängig, wenn das lineare Gleichungssystem (17.15) nur die tri- 

viale Lösung 

r_=0 r = r, =,,.- p 
1 

besitzt. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn das Glei- 

chungssystem nach Überführung in ein gleichwertiges gestaffel- 

tes System die folgende Form annimmt: 

%* * * = ayırf, + alfa teoıt aluTn 0 

at_r. +...+t ar =0 
2 2 

= ne (17.17) 

at.n. 5 
PP P 

wobei die Koeffizienten ar, (i=1,..., p) alle von Null ver-   schieden sind. 

Aufgabe 17.1 

Gegeben seien die Spaltenvektoren 

2 3 -2 3 1: 

3 4 -2 2 2 

vw,” 1 i VJ = 2 r V, u z Va” - ' Vs = = 

0 3 -2 1 1 

6 5 -2 3 3 

3, 5 -4 1 1 

a) Entscheiden Sie, ob die Vektoren linear abhängig sind oder 

nicht. 

b) Geben Sie alle Lösungen X, r+- «1 %, des Gleichungssystems 

x,vı + %,V, + X, Vz IR,V HRS VE ® 0 

an, wobei rechts der Nullvektor gemeint ist. 

Aufgabe 17.2 

Zeigen Sie: Die Lösungsgesamtheit eines homogenen linearen 

Gleichungssystems bildet stets einen reellen Vektorraum. 

Bemerkung 

Die Grundidee des Gaußschen Algorithmus besteht darin, durch die 

Staffelungsform des Gleichungssystems die Variablen in aufeinander- 

folgenden Gleichungen so zu eliminieren, daß die Auswertung des 

modifizierten Systems leicht möglich wird. Obwohl dieses Grund- 

prinzip des Verfahrens von unmittelbar einleuchtender Natur ist, 

erweist sich der Algorithmus wegen der vielen möglichen Fallunter- 

scheidungen dennoch als relativ komplex. Wir haben bei der voran- 

gehenden Schilderung des Algorithmus deshalb eine nur teilweise 

formalisierte Darstellungsform gewählt. Den an einer noch stärker 

formalisierten Darstellungsform interessierten Leser verweisen 

wir auf das Computerprogramm auf den folgenden vier Seiten.
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PASCAL-Programm zur Lösung linearer Gleichungssysteme nach dem 
Verfahren des Gaußschen Algorithmus 

PROGRAM LINEARESGLEICHUNGSSYSTEM; 

CONST VARMAX=18;5 ERWMAX=11;5 GLMAX=18; 

£* BEDEUTUNG DER KONSTANTEN: 
* VARMAX : MAXIMALZAÄHL DER VARIABLEN 
(* ERWMAX: MAXIMALE SPALTENZAHL DER ERWEITERTEN MATRIX 
* GLMAX: MAXIMALZAHL DER GLEICHUNGEN 
(* BEMERKUNG: DIESES KONSTANTEN KOENNEN AUCH VERAENDERT 
(x WERDEN. DABEI MUSS ABER STETS 
* ERUWMAX = VARMAX + 1 
* GELTEN. 

VAR N,P,I,ZRANG: INTEGER; 
A: ARRAYL1..VARMAX, 1..ERWMAX] OF REAL; 
X: ARRAYLI..VARMAX] OF REAL; 
FREI: ARRAYL1..VARMAXI OF BOOLEAN; 
ZEILE: ARRAYL1..VARMAXI OF INTEGER; 

(* BEDEUTUNG DER GLOBALEN VARIABLEN: 
* N: ANZAHL DER GLEICHUNGEN 

* P: ANZAHL DER VARIABLEN 
* Il: LAUFINDEX 

* ZRANG: ZEILENRANG DER KOEFFIZIENTENMATRIX DES 
(x HOMOGENENEN SYSTEMS 

(* A: ERWEITERTE KOEFFIZIENTENMATRIX 
x x: FORMVARIABLE (UNBEKANNTE? DES GLEICHUNGSSYSTEMS 
* FREI[LI]l: INDIKATOR DER ANZEIGT, OB DIE I-TE VARIABLE 
# XE1] FREI IST ODER NICHT 
(* ZEILELIl: FALLS DIE VARIABLE XLI] NICHT FREI IST, 
x SO GIBT ZEILE[I] AN, IN WELCHER ZEILE XL1] 
(* AUSZUWERTEN IST; D.H. IN WELCHER ZEILE DAS ZU XLI] 
* GEHDERENDE PIVOTELEMENT ALZ,I] STEHT. 

PROCEDURE KOEFFIZIENTENEINGABE(N,P: INTEGER); 
VAR 1,J,Kı INTEGER; 
BEGIN 

FOR I:=1 TO N DO 
FOR Jı=1 TO P+1 DO 

BEGIN 
FOR K:=1 TO J DO WRITEC? 795 
WRITE AL’ ,1:2,°,7,J12,°1= *); 
READLNCALI,J)D; 
FOR K:=1 TO J DO WRITEC? 7); 
WRITELN(ALI1,J1:18:2,° * AL1,J)) 

END 
END; 

PROCEDURE MATRIXAUSGABE(N,P: INTEGER); 
VAR 1,J,K: INTEGER; 
BEGIN 

WRITELN} WRITELNC KOEFFIZIENTENMATRIX’);5 WRITELN; 
FOR I:=1 TO N DO 

FOR J:=1 TO P+1 DO 
BEGIN 

FOR K:=1 TO J DO WRITE(’ 3 
WRITELNSALI,J1:18:2,° “‚A[L1,J]D 

END 
END; 

K
K
 

NK 
K
K
 

ak
 
a
a
a
 

a
k
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PROCEDURE PIVOTSUCHE(Z,S: INTEGER; VAR PIZ: INTEGER); 

VAR Kı: INTEGER; 

BEGIN 
PlZ:ı=2; 
IF Z & N THEN FOR K:=2+t1 TON DO 

IF ABSCALK,S1) > ABStALPIZ,S]> THEN PIZ:=K 

END; 

PROCEDURE ZEILENFUEHRER(Z :INTEGER; VAR S,PIZ: INTEGER?; 

BEGIN : 
REPEAT 

S:=St1l; 

PIVOTSUCHE<(Z,S,PI2) 

UNTIL <ALPIZ,S]I $£> 8 OR <S=P} 

END; 

PROCEDURE ZEILENTAUSCH(2,S,P1Z: INTEGER; 

VAR K: INTEGER; 

B: REAL; 
BEGIN 

IF <PIZ <> ZI) AND (AL[LPIZ,S] <> 8> THEN 

BEGIN 
FOR K:=S TO P+ti DO 

BEGIN 
B:=Al2,K]l; 

ALZ,Kl:=AL[PIZ,K]; 

ALPIZ,Kl:=B 
END; 

WRITELN; WRITELN; 
WRITELNG ZEILENTAUSCH: ZEILE *, 2:2, 

* GETAUSCHT MIT ZEILE’, Pl2:29; 

MATRIXAUSGABE(N,P? 

END 
END; 

PROCEDURE ELIMINATION(Z,S: INTEGER?; 

VAR K,L: INTEGER; 

C: REAL; 

BEGIN 
IF AL[LZ,S]I <£> 8 THEN 

BEGIN 
FREILS] :=FALSE; 

ZEILE[S]:=2; 

ZRANG :=2; 

IF Z <&£ N THEN 

BEGIN 

FOR K:=2+1 TON DO 

BEGIN 
C:ı=A[lK,SI/ALZ,S]; 

FOR L:=S TO P+1 DO 
ALK,L1:=A[lK,LJI-A[LZ,LI1*C 

END; 
WRITELN; WRITELN; 

WRITELNCELIMINATION: STUFE *,2:23;5 

MATRIXAUSGABE(N,P) 

END 

END 

END;
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PROCEDURE GAUSSVERFÄAHREN<N,P: INTEGER) ; 
VAR 2,5,PIZ: INTEGER; 

(* BEDEUTUNG DER VARIABLEN: 
(* 2: ZEILENINDEX 
(* S: SPALTENINDEX 
x PlZ: ZEILENINDEX DERJENIGEN ZWISCHEN Z UND N 
(* LIEGENDEN ZEILE, DIE IN DER SPALTE S DAS 
* BETRAGSGROESSTE ELEMENT HAT. DAS ELEMENT 
(* ALPIZ,S] WIRD NACH EVENTUELLEM ZEILENTAUSCH ZUM 
* “IN DER ZEILE Z STEHENDEN) PIVOTELEMENT FUER 
* DIE VARIABLE XLS]. 

BEGIN (* GAUSSVERFÄHREN *) 
2:=0; 

S:ı=B; 

REPEAT 
Zı=2t1l; 

ZEILENFUEHRER(Z,S,PI2); 
ZEILENTAUSCH(2,S,PIZ); 
ELIMINATION(2,S); 

UNTIL <Z=N) OR (S=P) 
END; 

PROCEDURE LOESUNGSAUSGABE ; 
VAR 1,J,2: INTEGER; 

D: REAL; 

BEGIN 
WRITELN; 
WRITELN( ’LOESUNGEN: ’); 
WRITELN; 

FOR I:=P DOLWNTO i DO 
BEGIN 

IF FREILI11I=TRUE THEN 
BEGIN 

WRITELN; 
WRITEC’DIE VARIABLE XL’,1:2,°] 733; 

WRITELN(* KANN FREI GEWAEHLT WERDEN.’); 
WRITEC’GEBEN SIE EINEN °); 
WRITELNC BELIEBIGEN WERT FUER XI ’,1:2,°] EIN.’; 
WRITEC/XL/,I:2,’1 = *)3 
READLNCXLIID5 
WRITELNCXLIID; 
WRITELN 

END 
ELSE BEGIN 

Z:=ZEILELI]; 
D:=A[Z,P+1]; 
FOR Jı=I+1 TO P DO 

D := D-ALZ,JI8XLJ]; 
XLI] := D/Alz,1] 

END; 
WRITELNC’XL*,1:2,7] = 7,X[11:10:2,° 

END 
END; 

* .X[11) 

*) 
*) 
*) 
*) 
*) 
*) 
*) 
*) 
*)
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PROCEDURE AUSWERTUNG; 

VAR UNLOESBAR: BOOLEAN; 

BEGIN 
UNLOESBAR:=FALSE; 
WRITELN; 
WRITELNG’ZEILENRANG: 7° ,ZRANG:Z; 
WRITELN; 
IF ZRANG {N THEN 

FOR I:=ZRANG+1 TO N DO 
IF ALI,P+l] <> @ THEN UNLOESBAR:=TRUE; 

IF UNLOESBAR THEN 
WRITELNC’DAS GLEICHUNGSSYSTEM IST NICHT LOESBAR.”) 

ELSE BEGIN 
WRITELNC’DAS GLEICHUNGSSYSTEM IST LOESBAR.’); 
WRITELN; 
WRITELNC ANZAHL DER FREIHEITSGRADE: *,P-ZRANG:2); 

WRITELN;5 
LOESUNGBSAUSGABE 

END 
END; 

BEGIN (* HAUPTPROGRAMM *) 
PAGE<OUTPUT); 
WRITELN< “LINEARES GLEICHUNGSSYSTEM”)3 
WRITELN; 
WRITEC ANZAHL DER GLEICHUNGEN: N = 9; 
READLNCN ; 
WRITE< ANZAHL DER VARIABLEN: P= *; 
READLNCPI;5 
WR ITELN; 
FOR I:=1 TO VARMAX DO FREILII:=TRUE; 

IF CN > GLMAX ) OR € P > VARMAX > THEN 

WRITELNC ZU VIELE GLEICHUNGEN ODER VARIABLEN’) 

ELSE BEGIN 

END. 

KOEFFIZIENTENEINGABE(N,PD; 

MATRIXAUSGABE{N,P9; 

ZRANG:=#B; 

GAUSSVERFÄHREN<(N,PI35 

AUSWERTUNG 

END
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Dieses Programm ist in der Sprache PASCAL geschrieben, die gute 
sprachlogische Strukturierungsmöglichkeiten besitzt. Der blockar- 
tige, modulare Aufbau des Gaußschen Algorithmus läßt sich durch das 
Prozedurkonzept der Sprache gut in das PASCAL-Programm übertragen. 
Im Hinblick auf Syntax und Sprachlogik von PASCAL verweisen wir den 
interessierten Leser auf die vielfältige Literatur zu dieser Pro- 
grammiersprache. 

Auf eine Besonderheit des Programms sei noch hingewiesen: Aus Grün- 
den der numerischen Stabilität des Verfahrens empfiehlt es sich im 
allgemeinen nicht, als Zeilenführer, wie oben geschehen, das erst- 
beste von Null verschiedene Element zu wählen. Es erweist sich häu- 
fig als günstiger, durch eventuellen Zeilentausch auf das jeweils 
betragsgrößte Element der entsprechenden Spalte als Zeilenführer 
zurückzugreifen. Dieses Element wird auch als Pivot-Element be- 
zeichnet. Beim Aufsuchen des jeweilen Pivotelementes dient in un- 
serem PASCAL-Programm die Prozedur PIVOTSUCHE. 

Ob die Wahl des betragsgrößten Elementes allerdings stets optimal 
ist, ist unseres Wissens theoretisch noch nicht völlig geklärt. 
Es gibt Indizien, die darauf hindeuten, daß die Wahl eines Elemen- 
tes von mittlerer Betragsgröße insgesamt am günstigsten sein könnte. 
Schließlich sei noch erwähnt, daß zur Lösung linearer Gleichungs- 
systeme auch häufig iterative, auf Fixpunktverfahren beruhende Me- 
thoden herangezogen werden. Dies ist besonders dann der Fall, wenn 
der Aspekt der numerischen Auswertung im Vordergrund steht. Da für 
uns aber zunächst die Frage nach der grundsätzlichen Lösbarkeit 
und nach der Reichhaltigkeit der Lösungsgesamtheit von vorrangiger 
Bedeutung ist, wollen wir uns hier auf die Darstellung des Gauß- 
schen Algorithmus beschränken. 

[17.4] Bemerkung zu Determinanten 

Der erfahrene Leser wird möglicherweise die Diskussion der linearen Unabhängigkeit anhand von Determinantenkriterien vermissen. Wir 
haben bewußt den Weg des Gaußschen Algorithmus in den Vordergrund 
gestellt, weil 

- es ein Algorithmus von zentraler Bedeutung ist; 
- die zunehmend an Bedeutung gewinnenden algorithmischen Verfahren 

durch ihn besser repräsentiert werden als durch eine etwaige 
algorithmische Behandlung von Determinanten; 

- sich die Entwicklung von Determinantenverfahren auf einem begriff- 
lich höheren Niveau abspielt als der Gaußsche Algorithmus; 

- Determinantenverfahren im allgemeinen dem Gaußschen Algorithmus 
auch rechentechnisch und numerisch unterlegen sind (größerer 
Aufwand, numerisch instabil); 

- Determinantenverfahren zunächst nur ein Kriterium für die lineare 
Unabhängigkeit von genau n Vektoren des ar" bereitstellen. 

Um die Brücke zu den in der Literatur ebenfalls verbreiteten Deter- minantenkriterien zu schlagen, skizzieren wir im folgenden eine 
derartige Vorgehensweise. 

a 
Die Determinante der (2x2)-Matrix A = 11 12 ist eine re-
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elle Zahl, die sich nach $14 wie folgt berechnet: 

a a 
1 i 

det (a)=| 2| = a, 545 ” Ayla (17.18) 

as, Asa 

Es sei A eine (3x3) -Matrix: 

a4, Bars ae 

A= [5 aaa aya 

253 a5 Az 

Ihre Determinante det (A) ist definiert als 

a a a 11 12 13 

det (A) = ası ay2 ayg| 

a3ı A353 A335 

= a,] &,y dy3 7 Ayı Ay2 dgz ” Azı Aızdaa * 

* Ay] @29 dy3* Ayı ya dya 7 Ayı Ana Aıa 117.19) 

Die rechte Seite von (17.19) ist offenbar die Summe aller möglichen 

Produkte der Form 

(27.203 
’ a, "a;y "Ay 

wobei das Tripel (i, j, k) alle möglichen Vertauschungen (= Per- 

mutationen) der Ziffern 1, 2 und 3 durchläuft. Eine Permutation der 

ziffern 1, 2 und 3 heißt gerade, wenn die Anzahl der Schnittpunkte 

im Zuordnungsschema 

1: 2 3 AdT7e27) 

i J Klı 

wo jede der oben stehenden Ziffern mit der entsprechenden Ziffer 

in der unteren Zeile verbunden ist, ebenfalls eine gerade Zahl ist. 

Andernfalls heißt die Permutation ungerade. 

Gerade Permutationen von drei Elementen sind also 

N 1 2 3 2 3 1 

>.
 

und ungerade Permutationen sind 

X 
3 2 1 2 1 3 

Der Summand a;]"&52" Az tritt in (17.19) mit positivem Vorzeichen 

a
 

—
—
—
 

—
h
 

X 
I
 

auf, wenn die Permutation 

1 2 3 

i j k 

gerade ist, andernfalls wird er mit negativem Vorzeichen versehen.
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Diese Beschreibung läßt sich direkt für Determinanten von (nxn) -Ma- 
trizen verallgemeinern. 

Wir gehen einen etwas anderen Weg. 

Eine leichte Umformung von (17.19) ergibt: 

= Aa = a a el a det In) = a, la,,a,, 02,,2,,) = a, la ,a,, 32°13) 
+ a - a = 
az (Aadya " Ay58, 5) 

a a a a a a a, 22 23] _ a,, 12 13] , a,, 12 13| (17,22) 
a a2 9 a3, 33 As Fyg 

Die auf der rechten Seite von (17.22) auftretenden Summanden unter- 
liegen der folgenden Gesetzmäßigkeit: 

Der Koeffizient An wird mit derjenigen (2x2)-Determinante 

multipliziert, die man erhält, wenn man aus der Determinante 
von A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht. 

zu a, gehört z. B. die folgende (2x2)-Determinante: 

a a 
12 13 

  

Die zua gehörende Determinante bezeichnen wir kurz 

“ "32 @ya 
mit A,,® Man nennt sie das algebraische Komplement von a,] relativ 

zur Matrix A. 

Gleichung (17.22) kann nun wie folgt geschrieben werden: 

det (A) = A A A (17.23) Ayıdıı ” Ayıdaı * Azıfzı 
(17.23) wird auch als die Entwieklung der Determinante von A nach der 
ersten Spalte bezeichnet. 

Es sei nun A die folgende (nxn)-Matrix: 

a1 aa rate an 

A= | @yı Aa "An 

a1 a2 ... An 

Wir definieren ihre Determinante rekursiv wie folgt durch Entwick- 
lung nach der ersten Spalte. Zunächst sei Ary die Determinante der- 

jenigen (n-1)x(n-1)-Matrix, die man erhält, wenn man die i-te 
Zeile und die j-te Spalte von A streicht. Wir definieren nun: 

a a a 11 12 *** 9ın 

det (A) = [%2ı Aaa An] = 

Anı An2 Ann
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a Ay” AyıAyı * Azıdaı ” Ayıdaı + 
. (17.24) 

er eitha ar... ll) "ta arıfıı a nl nl 

Die Verankerung dieser rekursiven Definition erfolgte in (17.18) 

bzw. in $14. 

Es gilt nun der folgende 

Satz 17.3 

Die n Spaltenvektoren 

a a a 
11 12 in 

a) | , [a2 | „..., | on 

An a Ach 

sind genau dann linear unabhängig, wenn die Determinante 

a a .. A 
11 12 In 

a,] A,, ... Ay 

Anı a2 ... A   von Null verschieden ist. 

Aus den Grundzügen der linearen Algebra ist bekannt, daß man die 

Determinante von A entsprechend der Vorgehensweise (17.24) auch 

nach jeder anderen Spalte oder auch nach jeder Zeile entwickeln 

kann, daß also gilt: 

Satz 17.4 

Mit den Bezeichnungen aus (17.24) gilt für alle ; 1 ss Jen): 

n 

aseımye D (ai en. A. (17.25) 
kj Kj 

k=1 

(Entwicklung nach der j-ten Spalte) und für allei (1=si Sn): 

n 

_ an REL det(Al=e 2%, (-1) a,yAır (17.26) 
k=1 

(Entwicklung nach der i-ten Zeile). 

Wir beschließen hiermit den kleinen Exkurs über Determinanten und 

verweisen den Leser, der mehr über ihre Eigenschaften und Anwen- 

dungsmöglichkeiten wissen möchte, auf die vielfältige Literatur 

zur linearen Algebra. 

117.5] Das charakteristische Polynom 

Nach den Ausführungen zu Differenzengleichungen der Ordnung 2 

in $13 liegt es nun nahe, das dort beschriebene Verfahren auch im 

Hinblick auf die Lösung der Gleichung 

Yan * An-ıYksn-ı +++ AaYgr+2 * AıYkıı * Roy ” 0 (17.27)
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anzuwenden. Eine direkte Verallgemeinerung liefert die 

Definition 17.1 

Das charakteristische Polynom der Differenzengleichung (17.27) ist 

n=-l 
p(m) = m’ +a,_ m Hat a,m’ +a,m+ a) (17.28 

Die zu (17.27) gehörende charakteristische Gleichung lautet: 

1 2 
m +a,_,m +...tra,m ta,m+ta, = 0 {17.28 

Satz 17.5 

Es sei Mm, eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms 

(17.28). Dann ist die Folge (y,) mit 

2 =   eine Lösung der Gleichung (17.27). 

  

Beweis: 

+ Fc + +ä 
Yeın An-1Yk+n-1 a,Yyr2 a, Ygrı oYk 

k+n k+n-1l k+2 k+l k 
m +a Ei € + m + m = 

1 n-1 a, a, k ao 1 

k n n-1l 2 
= m +ta m +,0.r m” +am+ = m, A a, a, mr ao)= 0 

L I, 
Y 

= OÖ nach Voraussetzung 

Bemerkung 

Die Aussage von Satz 17.5 ist sicher auch dann richtig, wenn m, =0 

ist. Dies hätte jedoch a, = 0 im charakteristischen Polynom p(m) 
zur Folge. 

In der Differenzengleichung (17.27) hätte man somit den Summanden 
a,y, von vornherein weglassen können. Wir wollen im folgenden an- 

nehmen, daß die Gleichung (17.27) von der Ordnung n ist und daß 
die betrachteten Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms so- 
mit alle von Null verschieden sind. 

Als nächstes stellt sich naturgemäß die Frage nach einem Fundamen- 
talsystem von Lösungen. 

Aus $14 wissen wir, daß im Falle der Ordnung 2 und bei Verschie- 
denheit der Wurzeln m und Mm, des in diesem Fall gegebenen charak- 

teristischen Polynoms 

2 
m ta,m+ta, = 0 

die Folgen 

k k 

Im Igen van en 
ein Fundamentalsystem darstellen. Das Entsprechende gilt auch im 
Falle der Ordnung n.
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Satz 17.6 

Das charakteristische Polynom (17.28) der Differenzengleichung 

(17.27) besitze die paarweise verschiedenen Wurzeln 

Mr Mysrerer (im; =D). 

Dann bilden die Folgen 

k k k 

IM Igent Ma Igenrrr Mn xen Din. a0) 

eine Basis (ein Fundamentalsystem) der Lösungsgesamtheit 

von (17.28). 

Beweis: Nach den Anfangsbemerkungen in diesem Paragraphen wissen wir, 

daß die Lösungsgesamtheit ein n-dimensionaler reeller Vektorraum 

ist. Es bleibt also nur zu zeigen, daß die Folgen in (17.30) linear 

unabhängig sind. Dies läßt sich auf Grund der Rekursivität der 

Folgen wiederum an den jeweiligen n Anfangswerten entscheiden: 

  

1 1 

Mm, Mm, 

3 r 2 
(17.31) 

" N, 

“n-1 "n-1 
Mm, Mm, 

Zu diesen Vektoren gehört im Sinne von (17.10) die folgende (nxn)- 

Matrix: 

1 i ww 1 

m, Mm, ... MM. 

V= 2 J 2 (17.32) 
Mm, m, ... m 

“n-1 n-1 n-1 
M, Mm, ... ö 

Die Determinante von V heißt die Vandermondesche Determinante. Es ist 

bekannt, daß sie von Null verschieden ist, das heißt, daß die Vek- 

toren in (17.31) linear unabhängig sind. 

wir wollen diesen Sachverhalt jedoch nicht einfach aus der linearen 

Algebra übernehmen, sondern werden ihn exemplarisch am Falle n=4 

aufzeigen. Die exemplarische Vorgehensweise trägt jedoch die we- 

sentlichen Merkmale des allgemeinen Beweises in sich. Im Falle 

n=4 lautet die Vandermondesche Matrix: 

al 1 I 1 

m m m m 

v= 1 2 > = (17.33) 
m? m_2 m 2 m 2 

1 2 3 4 

3 3 3 3 m m 
1 u N; 4 

wir führen die Matrix V = V. in (17.33) entsprechend den zulässi- 

gen Operationen des Gaußschen Algorithmus in eine Dreiecksform 

über. 

Subtraktion eines geeigneten Vielfachen der ersten Zeile von den
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anderen Zeilen ergibt: 

1 1 1 1 

En 0 mm, m,-m mm, 

1 2 2 2 2 2 2 - -m m--m % m, m, N; 1 a 1 
Een 3 3_ 3 3 3 0 Mm, m, Mm, nm, m; Mm, 

Multiplikation der zweiten Zeile mit (m, + n,) und Subtraktion von 
der dritten Zeile ergibt: 

1 1 1 1 

mm m_-m -m es ® 21 31 N,7m 

? 0 0 a b 

eg 3 3. 3 3_ 3 0 m, m, Mm, m, m n, 

mit 

_ _ 2 = = a=m2 m (m m, Fi" 1 3 

= mm} = * & une Mm; I m,m, mm, m,m, m 

m, (m, -m,) - m, (m, - m,) = (m, m) (m, -m,) 

und entsprechend 

b = (m, -m)im, m). 

Multiplikation der zweiten Zeile mit —. . (m, - m’) und Subtrak- 
2 I 

tion von der dritten Zeile führt zur Matrix 

1: 1 1 1 

v- 0 n,-m m,-m, mm, 

3 0 0 a b 

0 0 € d 

Mit Rückgriff auf Aufgabe 4.1 berechnen sich die Koeffizienten 
ce undd zu 

m_-m 
- 3 3 3 1 3 3ı = ce =m’-m’- -(mM’-m’) = 

m_-m 3 1 2 1 2 1 

= 2 2 2 2 - = (m, -m m“+m m +m - (mf+mm + = Im, ı) Im, 3 1 1? (m, 2 m”) 

2 2 - m“-m + - m (m, mt s m_m Mm, ,) 
2 3} 

(Im,-m Im, -m,) (m, +m, +m,) 

und entsprechend 

d = (Im, m Im, -m,)im, +m,+m). 

Schließlich ergibt die Subtraktion des 1 .c-fachen der dritten Zei- 
a
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le von der vierten Zeile 

1 1 1 1 

0 mM] m; = Mı my m] 

Vy® 

0 0 a b 

0 0 0 e 

mit 

se ed e= 

a 

(m, =m ){m, = m,) 

(m, m, Im, = m,) = (my om, Im, -m,)im mm) (m, - m im, =m,)tm, m, tm) = 

= mm) img om) Img em em omg om om) = 

= (m, -m)(m, -m,) (my ma). 

Mit Kilfe der zulässigen Operationen des Gaußschen Algorithmus wur- 

de die Matrix V also in eine Matrix der Form 

1 it 1 1 

0 m,=m, Mm, m nm, 

v,= (17.34) 

9 0 (m, = m, Im, =m,) (m, - m, Im, =m,) 

0 0 0 im, m, ){m, -m,)(m, = m,) 

übergeführt. 

Da die Wurzeln nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, sind 

die "Diagonalelemente af, der Matrix V, alle von Null verschieden, 

und die Spaltenvektoren 

1 1: % I 

m m m m 
4 

v:| !|,v=- 2b vs ?1l, ws (17.35) 
1 un 2 m 3 2 4 2 

ER 2 3 4 

3 3 3 3 
Mm, M, M; Mm, 

der Vandermonde-Matrix (17.33) sind linear unabhängig. Sie stellen 

also im Falle n=4 die Anfangswerte eines Fundamentalsystems zur 

Gleichung (17.27) dar. 

Bemerkungen 

1. In der linearen Algebra wird gezeigt, daß unsere Zeilenumformung 

ZU4 aus Abschnitt [17.2 (Addition eines reellen Vielfachen ei- 

ner Zeile zu einer anderen Zeile) den Wert einer Determinante 

nicht verändert. 

2. Die im Falle von (17.34) besonders leicht durchzuführende Ent- 

wicklung nach der ersten Spalte zeigt, daß der Wert der Vander- 

mondeschen Determinante im Falle n= 4 durch 

det (V) = (m,-m,) (m,-m,) (m,-m,) (m,-m,) (m,-m,) {m,-m,) (17.36) 

gegeben ist. Also ist det (V) das Produkt aus allen Faktoren
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der Form (m, -m,) mit j < i. Die lineare Unabhängigkeit der 

Spaltenvektoren in (17.35) folgt also auch aus dem in Satz 17.3 
erwähnten Determinantenkriterium. 

Aufgabe 17.3 

a) Führen Sie den allgemeinen Beweis von Satz 17.6 z. B. mit 
vollständiger Induktion durch. 

b) Zeigen Sie insbesondere: Für die Vandermondesche Determinan- 
te der in (17.32) gegebenen Matrix V gilt: 

det V = IT Im -m,) (17.37) 
Jsi 

Das Symbol auf der rechten Seite von (17.37) bedeutet, daß 
das Produkt aus allen Faktoren (m, -m,) mit j < i zu bil- 
den ist. J 

17.6) Mehrfachwurzein der charakteristischen Gleichung 

Aus Abschnitt [14.3] kennen wir Fundamentalsysteme der Lösungsge- 
samtheit von 

a =0 (17.38) Yer2 * AyYyyı 

auch für den Fall, daß die charakteristische Gleichung 

® +am+ta =0 m 1 0” 

auch eine Doppelwurzel m besitzt. Solche Fundamentalsysteme sind 
zum Beispiel 

(m*) ken) 
KeN KeN 

oder nach Aufgabe 14.8 auch 

-K -K 
men ; KM )en (17.39) 

Wenn wir nun die entsprechende Gleichung dritter Ordnung betrachten, 

0, (17.40) Yıaa * AyYıa + RAY * Aoyı 
so können Mehrfachwurzeln des zugehörigen charakteristischen Po- 
lynoms 

3 2 
m” + a,m + a,m + a, (17.41) 

entweder in Form einer Doppelwurzel Mm, in Verbindung mit einer 

Einfachwurzel Mm, (m, = m,) oder in Form einer Dreifachwurzel m 
auftreten. - 

Aufgabe 17.4 

Zeigen Sie: 

a) Ist die komplexe Zahl u+iv Nullstelle eines Polynoms mit 
reellen Koeffizienten, so ist die konjugiert komplexe Zahl 
u-iv ebenfalls eine Nullstelle,
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b) Die Mehrfachwurzeln Mn, bzw. m des Polynoms (17.41) sind 

alle reell. 

Ist A, eine Doppelwurzel und Mm, eine Einfachwurzel von (17.41), so 

liegt die Vermutung nahe, daß die Folgen 

k k 
) m") 5 

Mm, 

die Gleichung (17.40) lösen. Dies ist nur noch für die Folge 

; (km, und (m) (17.42) 

(K-9) zu zeigen. Da das Polynom (17.41) die Wurzeln Mr A, und 

Mm, besitzt, gilt nach dem Fundamentalsatz der Algebra: 

m’+a,n’ +am+ta, = (m- m, (m-m,) = 
(17.43) 

3 = 2 » 2 = wu 2 

= - w + . _ 
m +( 2m, m,)m + (m, em m,) mm, m, 

Jedes Polynom ist eindeutig durch seine Koeffizienten bestimmt. 

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir somit die Relationen: 

a, = -2m, Mm, 

5 « 
a, = mn, + en,m, 

(17.44) 

_ _»2 

u) MM, 

Einsetzen der Folge (Kt) in die Differenzengleichung (17.40) er- 

gibt nun: 

AoYy 
_ „m kt3 ekt2 
= (k #3) Mm, +a,(k +2) m, + 

+ + 

Yurz * Ayfaıa * Aıfkeı 
1 K 

1 a,lk+ı) ts a,km 

_uK, a 3 2.2 = 
=m ((k+ 3), +ta,ik+2)m, +a,(k+ıl)m, +a,k) 

_=K - 3 - 2 - 3.3 = 2 . 
=m (kim, + a,M, + a,m, +a,) + (3m, + 2a,m, + a,m,)) 

mn 

= 0 

- K » 3 - - 2 - 2 = = _ 

sm, (3m, + 2(-2m, - m,)m, + (m, + 2m, m,)m,) = 

3 8 2 3 
- 4m.” -2m m, +m 

= EM 1 1 "m, 
= - 2 

1. (3m + 2m, m,) =0 

Wir wollen nun untersuchen, ob die Folgen in (17.42) ein Fundamen- 

talsystem bilden. Da es sich um eine Gleichung der Ordnung 3 han- 

delt, ist die lineare Unabhängigkeit der Folgen in (17.42) gleich- 

wertig zur linearen Unabhängigkeit der aus den drei Anfangswerten 

gebildeten Spaltenvektoren, die im Falle von m, * 0 und m, # 0 die 

folgende Gestalt annehmen: 
? 

1 Ö 1 

m, |» m, und m, (17.45) 

2 = 8 2 

N zm, N; 

Das sich aus der Suche nach einer Linearkombination des Nullvektors 

ergebende Gleichungssystem
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# ‘ +1» = T El +0 r, 2 r, 0 

mr, +Mm,.r, +m,-r, =o0 

2 2 2 . + . . = m, Er, em, r,* m, r, 0 

wird entsprechend dem Gaußschen Algorithmus wie folgt in ein ge- 
staffeltes System übergeführt 

Erster Schritt: 

Ir, + 0°r, + l'r, =0 

m, r, + (m, -m,) r, = 0 

- 2 +» _ 
2m, r, * (m, m) u 0 

Zweiter Schritt: 

1'r, + Orr, l.r, =0 

m, 'r_+ Im, -m)'r, =0 

a'r, =0 

mit 

a = m -HIN- Bin, - In ie, + es 2 3 1 2 1 2 1 2 L 1 
_ _u2 
- m,-m) 

Wegen m = m, sind die "Diagonalelemente" des gestaffelten Systems 

alle ven Null verschieden, und die Auswertung ergibt: 

rn er,e-r,® 0 

Die Lösungsvektoren in (17.45) sind also linear unabhängig. 

Wir fassen zusammen: 

Satz 17.7 

Besitzt das charakteristische Polynom 

3 2 
m tam ta m+ 

2 1 a 

der linearen homogenen Differenzengleichung 

+ + + = 
Yorz + AdYaız * a Yası a9, = 9 

die Doppelwurzel m und die Einfachwurzel n, (Mm, = 0, m, = 0), 

so bilden die Lösungsfolgen 

k 

2 

ein Fundamentalsystem der Lösungsgesamtheit. 

Auch im Falle einer Dreifachwurzel m (m = 0) des charakteristischen 
Polynoms (17.41) bleiben die Lösungen 

= K = K 
(m, )r (km, ) und (m ‘)   

(MH) und (km) 
linear unabhängig. Wir stehen vor der Aufgabe, diese beiden Lösun- 
gen durch eine dritte zu einem Fundamentalsystem zu ergänzen. Wir 
wenden das Determinantenkriterium auf die jeweiligen drei Anfangs-
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werte an. Die Determinante 

1 0 Tr 

D= [m m z 

m? 2m? 2a 

hat für Yo AN, 7 0 den Wert 

m= My 

der für Y = 0 sicher von Null verschieden ist. Setzen wir etwa 

%. 1, so ist die dritte Lösungsfolge durch die Rekursionsglei- 

chung 

auY (17.46) 
Yarz — AyYyra  Aıtkıı k 

und die Anfangswerte y, = 0,y, =®d Ya ® 1 festgelegt. 
1 

Um Hinweise auf die explizite Gestalt der dritten Lösungsfolge zu 

erhalten, ersetzen wir die Koeffizienten Ayr Ayr a, in Kenntnis 

der speziellen Form des charakteristischen Polynoms. Nach dem Fun- 

damentalsatz der Algebra ist nämlich 

m’+a,m’+tamra, - (m-m) = 
s 5 > ä (17.47) 

= m” - 3mm“ + 3m°m-m 

Koeffizientenvergleich ergibt: 

a, = -3m 

a, ® +3m2 (17.48) 

a = -M° 
oO 

Durch Einsetzen dieser Werte führen wir (17.46) über in 

a - 3m I: 
Ye+3 am Yyr+2 an Yayı " Ya 

Die Anfangswerte y, = 0, ie 0, Y, * 1 ergeben weiter: 

Y,* 3m-1 

y,:® 3 am - 3m?*1 = 6m 

Y.= 3m- 6m? - 3m2-3m+Mm>-1 = 10m 

yv.® 3 1om? - 3m?» 6m? + m>-3m = 15m? 

y_ = 3-15 - 3m2-10Mm? + m’-6m? = 21m 

Die induktive Entwicklung der allgemeinen Form von y, ist jetzt so 

weit vorangetrieben, daß die Vermutung 

_ krlk-1), „k=2 (17.49) 

Yx 2 

sinnvoll erscheint.
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Aufgabe 17.5 

Beweisen Sie die Richtigkeit der Vermutung (17.49). 

Aufgabe 17.6 

Zeigen Sie: Im Falle einer Dreifachwurzel m sind mit der in 
(17.49) gegebenen Lösungsfolge auch die Folgen 

a) (v,) mit v = Sckik- 11m“ 

mit w, = Keen 

k 

b) m) 

Lösungsfolgen der Gleichung (17.40). 

Aufgabe 17,7 

Beweisen Sie den folgenden Satz: 

Satz 17.8 

Besitzt das charakteristische Polynom 

3 2 
m +a,m ta,m+a 

2 0 

der linearen homogenen Differenzengleichung 

Ya+3 * AyYg+2 * A1Yyyı + AoYx = 0 

eine von Null verschiedene Dreifachwurzel m, so bilden die Lö- 
sungsfolgen 

Mm), Km) und (km) 
ein Fundamentalsystem der Lösungsgesamtheit. 

Die bisherige Diskussion in diesem Abschnitt und in [14.3] gibt uns 
deutliche Hinweise darauf, wie ein Fundamentalsystem im Falle noch 
höherer Mehrfachwurzeln aussieht. 

Satz 17.9 

Es sei 

Yan + an_1Yk#n-ı +++ asYygra + a] Yy4+ı + aAoYrk " 0 (17.50) 

eine lineare homogene Differenzengleichung n-ter Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten. Das zugehörige charakteristische Polynom 

n n-1 2 
m +a,_m F...+a,m ta,m+a, (17-512) 

besitze die von Null und untereinander paarweise verschiede- 
nen Wurzeln 

Myrerer M.- (17-52) s 1 

Die Vielfachheit der Wurzel m; i= l..., 8) Sei n,. Dann 

bilden nachstehende n Folgen ein Fundamentalsystem der Lösungs- 
gesamtheit von (17.50): 

k k -1 K Ken Re) 
- k m), (Km), Km)... (Krartmk) 

? ° ’ ? (17.53) ... ... ... ... ... 

im“), (Km), FE) ner (Krstlmk)  
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Bemerkungen 

1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist offenbar 

n+n,+n, r...tn, =n= Grad des charakteristischen Polynoms 

und weiterhin 

msa mtr. +am+am+a 
. 1 en (17.54) 

= (m- m, ) 1.(m- m,) 2... (mem) s 

2. Ein formal vollständiger Beweis für Satz 17.9 erfordert die 

Durchführung der vollständigen Induktion in zwei Stufen: 

a) vollständige Induktion nach der Anzahl s der verschiedenen 

wurzeln Mreeer Mm, und 

b) für jede Wurzel m; vollständige Induktion nach ihrer Viel- 

fachheit n,. 

Da ein solcher Beweis einerseits rein darstellungstechnisch sehr 

aufwendig wäre und andererseits kaum neue Erkenntnisse brächte, 

sei an dieser Stelle darauf verzichtet. 

[17.7] Komplexe Wurzeln 

Unter den verschiedenen Wurzeln Mrerer m in (17.52) können, wie 

wir bereits im Falle der Ordnung 2 erkannt haben, durchaus kom- 

plexe Zahlen vorkommen; allerdings nur in konjugiert komplexen 

Paaren. Ist etwa 

M, = at+tib, 

so muß es nach Aufgabe 17.4 einl*j (L=z1=ss) geben mit 

m, = a-ib. 

Wie in Abschnitt 5.3] lassen sich auch diese komplexen Lösungs- 

folgen auf reelle Folgen zurückführen. 

Aufgabe 17.8 

Zeigen Sie: Ist (z,) = tu, + iv) = (u,) +i vw) eine komplexe Lö- 

sungsfolge der Gleichung (17.50), so sind auch die reellen Fol- 

gen u) und v,) Lösungsfolgen der Differenzengleichung. 

Die Darstellung von m, sei, wie in (15.14): 

Mi; = r (cos$ + ising). 

Dann ist nach der Formel von Moivre (15.21): 

m. = r" (cos ke + isinke) 

und 

K®-m, = kP-r*(coskg + i sinkg) 

Nach Aufgabe 17.8 sind also auch die Folgen 

(rKcosky), (Kr coskp)s... (KPj”l-rXcos kp) 

und . ak (17.55) 
(rsinke), (kr sinke)s+.., (kJ "r sinke)
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Lösungsfolgen der Gleichung (17.50). 

Es stellt sich die naheliegende Frage, ob die komplexen Lösungs- 
folgen 

Kl, (Kem),..., (Kitten) 
’ J (17.56) 

), De (KPıntem ©) 

(m. 
J 

k 
m 

( 1 

im Fundamentalsystem (17.53) durch die reellen Lösungsfolgen in 
(17.55) ersetzt werden können, ohne daß die Basiseigenschaft des 
Fundamentalsystems zerstört wird. 

Eine notwendige Voraussetzung dafür ist offensichtlich, daß die 
Vielfachheiten n, und n, übereinstimmen. Daß diese Bedingung er- 

J 
füllt ist, folgt aus der Darstellung (17.54) des charakteristischen 
Polynoms. Beim Übergang von m, zur konjugiert komplexen Wurzel m, 

J 
geht der Faktor (m-m.)’j des charakteristischen Polynoms gerade in 

den Faktor (m- m, 15 und umgekehrt der Faktor (m- m, "1 in den Fak- 

tor (m-m, "1 über. Da das charakteristische Polynom durch diesen 

Tausch nicht verändert wird, folgt daraus die Gleichheit der Expo- 
nenten 

n. = s y 
Das gewünschte Resultat ergibt sich nun mit dem folgenden Satz aus 
der linearen Algebra: 

Satz 17.10 

Der reelle Vektorraum V besitze die Basis 

br bureecs bireecı Direeeı B- (17,57) 

Dann bilden die Vektoren 

b\ + Durener er (b, +b rer b 

für jede beliebige von Null verschiedene Zahl r ebenfalls 
eine Basis. 

Beweis: Wir haben zu zeigen, daß für beliebige reelle Zahlen x. 
(i=1,..., n) mit » 

je BD (17.58) 

x,b, +X,b, +t2..r x,r(b, +b,) Kaas # x,b, Bass at x.b =0 (17.59) 

stets folgt: 

x, RK, Fenes x 0. 

Es gelte also (17.59). Eine leichte Umformung ergibt: 

x,b, +%,b, + x,rb, Fass (x,r+tx,)b, are xD. =o0. (17.60) 

Da die Vektoren in (17.57) nach Voraussetzung eine Basis bilden, 
folgt aus (17.60): 

HE FU X, = Dre Rum ren RErR, Our x, =D. 

Mit r = 0 folgt weiter x =0 und somit auch x, =0. Somit verschwin- 

“den alle Koeffizienten in (17.59), und die n Vektoren in (17.58) 
bilden eine Basis von V.
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Die Lösungsfolgen in (17.55) können also an Stelle der Folgen in 

(17.56) zur Bildung eines Fundamentalsystems herangezogen werden, 

denn für 0zps n, 1 ist 

w
i
r
 p_k _ pP. K D.K 

(kr coske), = ((k m, h + (km, Y.} 

und 
k 

* ) = (xPm k 1 I» w
i
r
 DR, p 

(kr sinke), ((k m, m 

wir fassen zusammen: 

Satz 17.11 

Die komplexen Wurzeln des charakteristischen Polynoms (17.51) 

treten stets in konjugiert komplexen Paaren ii, und m, (j=1) 

auf, deren Vielfachheiten n, und n, übereinstimmen. 

Die Lösungsfolgen 

k k n.-1_K 
(m; )r (km, Jrerer (KI m, ) 

aan, Km) 

können im Fundamentalsystem (17.53) durch die Folgen 

(r"cosk#), (Krtcosköls..., (Ki trfcos kp) 

und 
-1_K 

(rt sinke), (k ein (Kj r'sink6$)   ersetzt werden, ohne daß die Basiseigenschaft zerstört wird. 

Wir erläutern das Vorhergehende an einem 

Beispiel. Gegeben sei die Differenzengleichung 

Yars ” 7 Yıaa * 72 Yaaa 7 73 Yaaa * 72 Yarı = Bay, = Di 

Die zugehörige charakteristische Gleichung 

Me -ImM+72m - 73m +72m-65 = 0 

hat als Lösung die Nullstellen 

m =1 mit der Vielfachheit n, = 3 

m, =2+3i mit der Vielfachheit n, = 1 

m, =2 - 3i mit der Vielfachheit n, = nl 

My =-5 mit der Vielfachheit n, = 1 

Auf die Problematik des Auffindens von Nullstellen vorgegebener 

Polynome wollen wir hier nicht näher eingehen. Wir verweisen dies- 

bezüglich auf die reichhaltige Literatur einerseits zur Algebra 

und andererseits zur numerischen und praktischen Mathematik. In un- 

serem Beispiel kann man z. B. nach "Erraten" der Wurzel m, ® 1 

das gegebene Polynom sechsten Grades durch in dividieren. Das 

daraus resultierende Polynom dritten Grades läßt sich dann noch 

elementarer lösen, 

Ein Fundamentalsystem unserer Differenzengleichung ist also zZ. B. 

gegeben durch:
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; ; 2 ; KR 13 ga „ ifesik zo: Kor Kor MEN EN 
Die konjugiert komplexen Wurzeln m, = 2+3i und m,= 2-3i besitzen 

die folgenden Darstellungen in Polarkoordinaten: 

m, = r-(cos$ + i sing) und m, = r*(cosy + i siny) 

mit r = Y2?+ 3? = /ı3 

cos$ = 723 = 5 13 ; sing = 75 = - 

cosy = 75 = cos$ ; sind = 75 = sin(-$) 

Ein reelles Fundamentalsystem ist also zum Beispiel: 

K . s 2 . k, ; got? Mor KR or #13 SEE, 

RK: 2 1fosyK (/13 **sin Kl » ((-5) so 

mit® = arc cos (5/13). 

Numerisch ergibt sich näherungsweise: 

r 3,6; cos = 0,5547; sine = 0,832 

$ = arc cos(0,5547) = 0,983 (in Bogenmaß) 

$ = 56,3° (im Gradmaß; Vollkreis: 360°) 

$ 18 Die Lösungsgesamtheit inhomogener linearer Differenzengleichungen 

Die strukturelle Beschreibung der Lösungsgesamtheit linearer inho- 
mogener Differenzengleichungen der Form 

ER Yan # Enan RD Yganoa Feret ER) Yayı + Lo (K) °yy = glk) (18.1) 
kennen wir bereits aus Satz 16.1 und Satz 16.2. Von dort ist be- 
kannt, daß sich jede Lösung von (18.1) als Summe einer fest vor- 
gegebenen Lösung der inhomogenen Gleichung (18.1) und einer geeig- 
neten Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung 

EI Yan + En RI Yan Hr Er Kl ya * f„(kly, = 0 (18.2) 
beschreiben läßt. Man kennt also die Lösungsgesamtheit der inhomo- 
genen Gleichung (18.1), wenn man eine einzige spezielle Lösung 
von (18.1) und die Lösungsgesamtheit der zugehörigen homogenen 
Gleichung kennt. 

Derartige Kenntnisse in bezug auf die Lösungsgesamtheit der Glei- 
chung (18.2) liegen insbesondere aus $17 für den Fall konstanter 
Koeffizientenfunktionen 

2, KR) =1, En KR) =a ... £, (k) "ar £„(k) =a, n-1’" 

vor, mit dem wir uns im folgenden eingehender befassen wollen. Die 
Gleichung (18.1) nimmt dann folgende Gestalt an: 

ken * An-1Y%an-ı FrretapYayı *a0Yk = IK) (18.3)
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Wir stehen im folgenden somit vor der Aufgabe, für verschiedene 

Funktionstypen g(k) spezielle Lösungen der Gleichung (18.3) zu fin- 

den. Daß es zur Lösung dieser Aufgabe kein Patentrezept geben kann, 

ist wegen der unübersehbaren Fülle möglicher Funktionstypen Für 

g(k) plausibel. Einzelne Methoden haben wir im Abschnitt ira] an- 

läßlich der Diskussion von Gleichungen erster Ordnung kennenge- 

lernt. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: 

[18.1] Konstante Inhomogenität 

Bei einer Gleichung des Typs 

= j = “ 

Da A ee Bi, MEIE. 108) 

empfiehlt es sich, zunächst nach einer konstanten Lösung 

ie Yo re 

zu suchen. Durch Ausklammern der Y, auf der linken Seite von 

(18.4) erkennen wir unmittelbar: 

Satz 18.1 

Eine konstante Lösung der Gleichung (18.4) existiert genau 

dann, wenn 

l+a +...ra, ta # 0. 
n-1 1 0 

Die eindeutig bestimmte konstante Lösungsfolge ist dann gegeben 

durch 

b 
Y. + + + + k 4: a © a a, 

Dieses Ergebnis ist eine unmittelbare Verallgemeinerung von 

Satz 16.3. 

Als weitaus schlagkräftigere Methode zur Gewinnung spezieller Lö- 

sungen erweist sich jedoch das in $12 bereits dargestellte Verfah- 

ren der Homogenisierung, das wir im folgenden ausbauen wollen. 

(18.5) 

hs.2) Das charakteristische Polynom im Prozeß der Homogenisierung 

Die zu (18.4) gehörende homogenisierte Gleichung erhalten wir. 

nach dem in $12 dargestellten Verfahren wie folgt: 

Subtraktion der Gleichung 

Din Fr a A 7 B (18.6) 

von 

Freygan * Ani Fri Pla" Pılkaz ae 118.7) 

führt zur homogenisierten Gleichung 

“ - + - Hu 
Yerns+ı N yYeın (an Aa nei 

u a, 1,45 + (a, - a, )Yy4ı a, ” 0 (18.8) 
1
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Nach Satz 12.1 ist jede Lösung von (18.6) auch eine Lösung der ho- 
mogenisierten Gleichung (18.8). Wir stehen also vor der Aufgabe: 

1. die Lösungsgesamtheit von (18.8) zu ermitteln und 

2. aus dieser Lösungsgesamtheit diejenigen Lösungen herauszufiltern, 
die zusätzlich die Gleichung (18.6) erfüllen. 

Das charakteristische Polynom der zu (18.6) gehörenden homogenen 
Gleichung ist 

p(m) = m” ra, _ ment +...+ a,m? +am+a, (18.9) 

zur homogenisierten Gleichung (18.8) gehört das charakteristische 
Polynom 

a _ n _ n-1 p, (m) = m + (a,_., 2m + (a_, a,” ti. 

2 
..+ (a, -a,)m +(a,-a,Jm-a, (18.10) 

Eine leichte Umformung ergibt: 

p, (m) = m*Hlsa mia mi, sam +am- 1 n-1 n-2 1 70 

- m’ -a mt. - -a = a .Ta,m  * 

= m’p(m) -p(m) = (m-1)-p(m) 

Satz 18.2 

Ist p(m) das charakteristische Polynom der Gleichung (18.6), 
so gilt für das charakteristische Polynom pP, (m) der homogeni- 

sierten Gleichung (18.8): 

p, (m) = (m-1)-p(m) (48.12) 

Das charakteristische Polynom SZ) hängt insbesondere nicht 

vom Wert der konstanten Inhomogenität b ab. 

In der Logik der Vorgehensweise von $12 stellt die Diskussion der 
konstanten Inhomogenität die Induktionsverankerung für die Behand- lung polynomialer Inhomogenitäten der Form 

gik) = ek rc, Kt usc,kec, (18.12) 
dar. 

Im Prozeß der schrittweisen Reduktion des Polynomgrades r wurde die 
zu homogenisierende Gleichung "an der Stelle k" jeweils von dersel- 
ben Gleichung "an der Stelle k +1" subtrahiert. Wie beim Übergang 
von (18.6) und (18.7) zu (18.8) hat dies jedesmal die Multiplika- 
tion des zu (18.6) gehörenden charakteristischen Polynoms p(m) mit 
dem Faktor (m-1) zur Folge. Wir erhalten das Ergebnis: 

Satz 18.3 

Es sei 

- r vr] g(Kk) CK r CK tout © Er (18.13) 

ein Polynom vom Grade r und 

Frag a ES Ft ray, ® g(k) (18.14) 

eine inhomogene Differenzengleichung n-ter Ordnung. Ist p(m) 
das charakteristische Polynom der zu (18.14) gehörenden homo-
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genen Gleichung 

Yan + An-ıYkaneı Her aıYarı * Ay 0 RER 

so hat das charakteristische Polynom der im Sinne des Homogeni- 

sierungsprozesses von $12 zu (18.14) gehörenden homogenisier- 

ten Gleichung die Gestalt: 

Sim) = (m- 1"*t-p(m) (18.16) 

Auch dieses charakteristische Polynom ist unabhängig von den 

Koeffizienten des Polynoms g(k). 

Das charakteristische Polynom p(m) der durch Homogenisierung aus 

(18.14) entstehenden homogenen Differenzengleichung hat also die 

mindestens (r + 1)-fache Mehrfachwurzel 1 zusätzlich zu den Wurzeln 

Mr Morecer Mm. 

des Polynoms p(m). Sind die Wurzeln Mr Myrerer alle von 1 und 

untereinander verschieden, so ist 

MR (18.17) 

ein Fundamentalsystem der Lösungsgesamtheit der homogenisierten 

Gleichung. Ist andernfalls etwa noch 

m. =m. =...em =1 und m #1 für s<isn, (18.18) 

1 2 s i 

so ist entsprechend den Ausführungen in Abschnitt 7;s] 

s-1l k s s+r 
NR iR) (18.19) 2 

(1), (Kds (K)rrrrr IK 

ein solches Fundamentalsystem. Wir nehmen m, = A; für sei, Jzn 

an, um die Verhältnisse nicht zu kompliziert zu machen. 

Im ersten Fall lautet die "allgemeine Lösung" der homogenisierten 

Gleichung, mit den Konstanten Cure @ : 

  

  

ntr 

k k k 
2, = em +C,m, t...+C,Mm, + 

ET Y mr (18.20) 

See KT 
. n+1 nt+t2 n+3 n+r+l 

L eh vw 

Ss: U, =: v. 

und im zweiten Fall: 

L s-1l K k 
Sy hehe a te, 

Y (18.21) 
Ss s+r 

EU ven ee 

=ı u, =: We 

Da die Folge tu.) für jede Belegung der Konstanten Creeer C eine 

Lösung der zu (18.14) gehörenden homogenen Gleichung ist, kann die- 

ser Bestandteil bei der Suche nach einer speziellen Lösung von 

(18.14) weggelassen werden, und wir erkennen:
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Satz 18.4 

Die inhomogene Differenzengleichung (18.14) mit polynomialer 
Inhomogenität vom Grade r 

r r-1 + qg(k) = c,k Fe k ..+ + r-1 ©,K c 
oO 

besitzt eine spezielle Lösung ebenfalls in der Form eines Po- 
lynons h(k). 

Hat das charakteristische Polynom der zu (18.14) gehörenden ho- 
mogenen Gleichung genau s-mal die Wurzel 1, so ist das Polynom 
h(k) vom Grade s+r und von der Form 

_ s s+r 
h(k) = C rıKk Fat Sa K ; (18.22 

zur endgültigen Ermittlung der speziellen Lösung y* gehört natür- 
lich noch die Festlegung der unbekannten Koeffizienten Carr 

Cn+r’ Dies kann mit Hilfe der in Abschnitt [11.3] erwähnten Methode 

der unbestimmten Koeffizienten erfolgen, die in Abschnitt 11.4] 
am Beispiel einer Exponentialfunktion erläutert wurde und die im 
folgenden auf weitere Funktionstypen angewandt werden soll. 

[18.3] Diskussion von Beispielen und speziellen Funktionstypen 

Beispiel 1 

Tis Hair noch einmal die Lagerhaltungsgleichung aus Abschnitt 
16.2] auf: 

Ya+2 + a1 Ye4ı *AoYk " 6b BEE 
Im Falle L+ra, ra, * 0 gibt es die konstante Lösung 

b 
Se an ee k 1 ra, +, 

Wir wollen deshalb nur den Fall 

+2, =0 (18.24) l+a o 
4. 

betrachten. 

Das charakteristische Polynom der zu (18.23) gehörenden homogenen 
Gleichung ist 

- 2 * p(m) = m ra,m+ras 

es besitze die Wurzeln Mm, und Mm, 

In Verbindung mit den Wurzelsätzen von Vieta (13.12) 

"12 © ®o (18.25) 
u 

folgt aus (18.24): 

1-m -m, +mm, =0, 
1 2 12 

also 

(m = 1) (m, -1) = 0;
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das heißt, 

m =1 oder m, = 1 (18.26) 

Erster Fall: Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit m, = 1 und 

m,® 1. Dann ist nach Satz 18.4 eine spezielle Lösung: 

yk = hik) = Cck 

Eingesetzt in (18.23), ergibt das: 

  

cC(k +2) +a,Cik+1)+a,ck = b, 

also 

ck (1+a, +a,) +2C+a C =b 

een 

=0 

Aus m, = 1 folgt mit Vieta und der in diesem Fall gemachten Voraus- 

setzung: 

a,” m, #1 

Also ist 

2a, =»l+ra,+&, = 0, 

und wir ermitteln die Konstante C zu: 

_ b 
C= 77a 

1 

Eine spezielle Lösung von (18.23) lautet also: 

z ug wat Kar 
Die allgemeine Lösung hat in diesem Fall somit die Form:. 

= k b_. vertrag 
(18.28) 

1 

Zweiter Fall: Es sei m, =m, = 1. Dann ist eine spezielle Lösung ge- 

geben durch 

2 % on ie RT 

Einsetzen in (18.23) ergibt: 

cC(k+2)? +a,C ik+1)?+a,Cck? = b 

Die Koeffizienten von k? heben sich wegen 1 + a, + a,” 0 auf. Für 

die Koeffizienten von k gilt wegen 

a, = N m,»“2 
(18.29) 

ebenfalls: 

Cara, c'2 = 2.c(2+a,) =0 

Schließlich ergibt der Vergleich der zu k® gehörenden Koeffizienten: 

C4+a-C=b 
1
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Nach (18.29) ist 4 ra, =2, und wir erhalten das Ergebnis: 

- B 
“5 

Eine spezielle Lösung von (18.23) ist in diesem Fall also 

b 2 “%“= ZZ. 3 yE 5 K., (18.30 

und die allgemeine Lösung von (18.23) ist: 

& B.22 2. ® c +C, k +5 k (18.31 

Beispiel 2 

wir betrachten die Differenzengleichung: 

_ 4 SH 5. = (k+1) (18.32 

Bei Wahl des Anfangswertes S =1= 1” erhält man: 

= 19 rat ala... ei (18.33 

Die zu (18.32) gehörende homogene Gleichung 

Sk 7% = 0 

hat das charakteristische Polynom p(m) =m-1 mit der Wurzel n, = 1; 
Nach Satz 18,4 existiert mindestens eine spezielle Lösung der Form 

_ 2 3 4 5 
sr =C,k+Cc,k +C,k +C,k +C,Kk 5 (18.34) 

Eingesetzt in (18.32), ergibt dies: 

az 

= C,(k#+1) +C,(k+ 1)? +C (k+1)? +C (k+ 1)? +c_(k +1) - 1 2 3 4 5 
2 3 4 5 _ 4 ck CK C,K C,K CK = (k+1) 

Daraus folgt: s 

ce, + [ie 1?- le... c,lix + 1°-x) - & #1)” 
Mit dem binomischen Lehrsatz folgt weiter: 

C+Czl(2Kk+1) +C,(3K’+IKH1) +c (AK’H6KR?+ak+ı) + 
4 2 „(SKt+10R?+10R?+SKH1) = Kt Hr and a KR? Hark #1 

Koeffizientenvergleich nach den Potenzen von k BraSBE: das gestaf- 
felte lineare Gleichungssystem: 

e,+rcC,+ ce,+ + cl 

2C,+3C,+4C,+ sC,=4 

3C,+6C,+10C, = 6 

ac,+10cC, = 4 

Se; = 1 
5
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Also ist 

„+; = u ch: - 0: - 
= gi ei, 2 Er 3’ „= 0; c, = 30° 

Die spezielle Lösung Sfr die in (18.34) mit Hilfe der unbestimmten 

Koeffizienten Crere C, dargestellt wurde, lautet somit: 

1,5,1,4,1,3 T 
“= Be = -_ se = ck’ +HzKÜrgkin gg k (18.35) 

Ihr Anfangswert ist 

sT = 1, 

und mit (18.33) folgt somit die Identität: 

Fear Ad ızrtı aK’- Ik (18.36) 

Bemerkung zum Beispiel 2 

Aus Satz 18.4 folgt allgemein, daß die Summe der r-ten Potenzen 

aufeinanderfolgender natürlicher Zahlen 

1er at + 30 nr... K” 

als ein Polynom vom Grade r +1 in der Variablen k darstellbar ist. 

Es ist an der Zeit, die bisher mit der Methode der unbestimmten 

Koeffizienten gemachten Erfahrungen bewußt zu reflektieren. Die 

beiden vorangehenden Beispiele sind Spezialfälle polynomialer In- 

homogenitäten. Für diesen Funktionstyp gibt es, wie auch allgemein 

in Satz 18.4 formuliert, stets spezielle Lösungen der Differenzen- 

gleichung in Form von Palynomen. Die Dynamische-Prämien-Gleichung 

(11.18) hatte eine exponentielle Inhomogenität. Wir fanden eine 

spezielle Lösung in Form einer Exponentialfunktion. Diese Beispie- 

le legen allgemein eine Vorgehensweise nach der folgenden plausi- 

blen Methode nahe: 

Bei der Suche nach speziellen Lösungen inhomogener linearer 

Differenzengleichungen versuche man Lösungen zu finden, die 

vom selben Funktionstyp wie die Inhomogenitätsfunktion sind. 

Das Prädikat "vom selben Funktionstyp" darf dabei nicht zu eng 

interpretiert werden. Einen Funktionstyp in diesem Sinne stellen 

zwar die Exponentialfunktionen oder auch die Polynome dar, nicht 

jedoch z. B. die konstanten Funktionen oder die linearen Funk- 

tionen. 

Wir wollen beim nächsten Beispiel konsequent nach obiger Methode 

vorgehen. 

Beispiel 3 

a = A-sin (bk) + B-cos (bk) (38:37) 
Yara* aAyYgrı * AoYk 

A, B und b seien ebenso wie a] und an feste Koeffizienten. 

Wir versuchen, eine spezielle Lösung von ähnlichem trigonometri- 

schem Typ unter Einbringung der zunächst unbestimmten Koeffizien- 

ten D und E zu finden: 

Yk = D-sin (bk) + E-cos (bk) (18.38) 

Einsetzen in (18.37) liefert:
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D-sin{b(k + 2)] + Ercos[b(k + 2)} +a,(D-sin{b(k +1)} +E-cos{b(k + 1)})+ 

+a,(D-sin(bk) + E’cos(b x)) = A-sin(bk) +B-cos(bkk) 

Unter Einbringung der Additionstheoreme (15.17) erhalten wir: 

(D-cos 2b - E-sin 2b + a,D-cos b- a,E'sin b+ a,D) -sinbk + 

+ (D-sin 2b + E-cos 2b +a D’sinb+a, E'cosb +a_E) "cos bk = 

= A-sinbk + B-cos bk 

Der Versuch, die Koeffizienten anzugleichen, ergibt: 

D- (cos 2b +a,cosb +a,) - E- (sin 2b +a,sinb) = A 

D- (sin 2b + a,sin b) + E- (cos 2b ta, cosb +a,) =B 

Mit den Abkürzungen 

d = cos 2b +a cosb Fa, 

(18.39) 
e = sin 2b +a, sinb 

erhalten wir 

DaA-Ee=Aı 

De+Ed=B 

und nach naheliegender Rechnung (für a? + e” =D): 

D = " + Be 

ar (18.40) 
BE = RdZ a 

d’+te 

Aufgabe 18.1 

Zeigen Sie: Mit obigen Bezeichnungen ist: 

2 2 2 2 
d”+te“ = l+ra +ta,+2a,(l+a )cosb +2 a,cos 2b (18.41) 

Als besonders für physikalische Anwendungen wichtigen Sonderfall 
betrachten wir die speziellen Werte 

a, ® -2 und A = (Q, (18.42) 

Gleichung (18.37) lautet dann: 

Ya” 2 Yızı + ayYx = Bcos(bk) (18.43) 

Die Werte für d, e und a? + & vereinfachen sich zu 

d= 2cosb (cosb -1) + (a, 

e = 2sinb (cosb -1) (18.44) 

a? re? = 4(cosb -1) (a, ceosb -1) + (a,- 1? 

Die in (18.38) angenommene Testfunktion lautet somit: 

2(cosb -1)cos(bk-b) + (a,-1)cosbk 
y* = Bi 5 (18.45) 

4(cosb -1) (a,cos b - 1) # ta,-1) 
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Aufgabe 18.2 

a) Verifizieren Sie die in (18.44) gegebenen Gleichungen. 

b) Zeigen Sie, daß die in (18.45) gegebene Funktion yf eine 

Lösung der Gleichung (18.43) darstellt. 

Die zu (18.43) gehörende homogene Gleichung 

Yara2 "2 Yksı +ayy. ” 0 (18.46) 

hat das charakteristische Polynom m?- am+ta, mit den Nullstellen 

= 1+/1-3, und m, = 1-vY1-a0. 
m 

Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung (18.46) lautet also 

für &, ®1l: 

K k 
y = coll /1-ag) +, Ylcag) 

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ist gegeben durch 

us KR k 

Y« = c,(1+/1-a,) +c,(11-/1-3,) +3 (18.47) 

mit vr aus (18.45). 

(is. a] Versuchslösungen 

Unsere empirisch gewonnene Vermutung, daß lineare inhomogene Dif- 

ferenzengleichungen häufig spezielle Lösungen von "ähnlichem Funk- 

tionstyp" wie die Inhomogenitätsfunktion besitzen, hat sich also 

auch für trigonometrische Funktionen als nützlich erwiesen. Wir 

wollen für häufig vorkommende Funktionen eine Liste möglicher Ver- 

suchslösungen aufstellen. Die Differenzengleichung sei vom Typ 

Yan * An-ıYkan-ı Ft a Yarı * aoYa = IR). 

  

Inhomogenitätsfunktion g(k) | Versuchslösung Zu 

  

b (konstante Funktion) C (konstante Lösung; beachte (#) 

K” Cy+Cijkt...*C,K"; beachte (#) 

Polynom vom Grad r Polynom vom Grad r +S, wo S die Viel- 

fachheit der Nullstelle 1 im charak- 

teristischen Polynom darstellt 

SH Ca" 

k n k n 

ak a "IC, + C,K +...rC.K ) 

cos(bk) bzw. sin(bk) C,"sin(bk) + C,cos(bk) 

a*sin(bk) bzw. a”. cos (bk) a“ (c) sin (bk) + C,"cos (bk))   
  

(#) Dieser Lösungsansatz führt jedoch nur dann zum Erfolg, wenn das 

charakteristische Polynom der zugehörigen homogenen Gleichung 

nicht die Nullstelle 1 besitzt.   
  

Tab. 18.1
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Gelegentlich setzt sich die Inhomogenität additiv aus zwei Funk- 
tionen zusammen. Es sei etwa: 

Yaın * En Kl Ygan-ı Het Er KV Yu HE RI y, =glk) rhlk) (18.4 
Kennt man nun etwa spezielle Lösungen der Gleichungen 

En EA Re ee = al (18.49) 

Yan * En Kl Ygan-ı Feet Er (Kl Yan Ho lkley, = hik)s (12.50) 
so liegt die Frage nahe, ob die Summe dieser speziellen Lösungen 
eine spezielle Lösung von (18.48) ist. Die Richtigkeit dieser Ver- 
mutung bestätigt der 

Satz 18.5 (Superpositionssatz) 

Ist yk bzw. yk* eine spezielle Lösung der Gleichung (18.49) 

bzw. (18.50), so ist Y£ + yE® eine spezielle Lösung der Glei- 

chung (18.48). 

Aufgabe 18.3 

Beweisen Sie Satz 18.5. 

Bemerkung 

Satz 18.5 kann auch bei der Diskussion polynomialer Inhomogenitäten 
eingesetzt werden, wenn man ein Polynom als Summe von Funktionen 

des Typs a,k ansieht. 

Aufgabe 18.4 

a) Stellen Sie die rekursiv gegebene Funktion 

5 
Sy "Su +K 

für den Anfangswert Ss, 1 in geschlossener Form dar (vgl. 

18.3] , Beispiel 2). 

b) Führen Sie Entsprechendes für die Gleichung 

6 

Sc+1 ” 5. x 

durch. 

Aufgabe 18.5 

a) Zeigen Sie, daß die in der Tabelle 18.1 gegebene 

Inhomogenität af Keine spezielle Lösung von der dort an- 
gegebenen Form besitzt. 

b) Zeigen Sie das Entsprechende für die Inhomogenität 

a -sin(bk}. 

Aufgabe 18.6 

a) Ermitteln Sie die allgemeine Lösung der Gleichung 

Yarı " Yk (a=2)*.k +1, (18.51) 

in der a eine fest vorgegebene natürliche Zahl sei. 

b}) Legen Sie die Lösungsfolge so fest, daß y,-ı ist.



$18 Lösung inhomogener linearer Differenzengleichungen 129» 

Aufgabe 18.7 

Schreiben Sie, falls Sie Zugang zu einem Computer haben, ein 

Universalprogramm zur iterativ-numerischen Auswertung von Dif- 

ferenzengleichungen. 

a) Das Programm sollte lineare Differenzengleichungen beliebi- 

ger Ordnung mit konstanten Koeffizienten und konstanter In- 

homogenität bewältigen. Es sollte so konzipiert sein, daß 

die Ordnung der Gleichung, die Koeffizienten, die Inhomo- 

genität und die beliebigen Anfangswerte Yor Yırccoı 2. 

zu Beginn jedes Programmablaufes einzugeben sind. 

b) Erweitern Sie das in a) beschriebene Programm so, daß es 

auch nicht-konstante Inhomogenitäten bewältigt. 

Schreiben Sie das Programm übersichtlich im Rahmen der Ihnen 

zur Verfügung stehenden Strukturierungsmittel. Versehen Sie 

sowohl die Programmliste als auch (während des Programmablau- 

fes) Eingabe- und Ausgabeoperationen mit erläuternden Kommen- 

taren. 

118.5] Konvergenz, Stabilität, Gleichgewicht 

Wir betrachten zunächst, des exemplarischen Charakters wegen, die 

Gleichung 

usa t Ayla * Aal = P VL.A2l 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung hängt von den Wurzeln Mm. 

und m, des zugehörigen charakteristischen Polynoms 

m’+am+ta, 
(18.53) 

ab. Sind m, und Mm, beide von 1 und voneinander verschieden, so lau- 

tet die allgemeine Lösung nach (18.20) 

_ k k 
Y cm = ©,m, Dur (18.54) 

Wie wir bereits in Satz 8.2 gesehen haben, konvergieren die Folgen 

(m, *) „genau dann, wenn Im,|I«< 1 ist (i=1, 2). Ein £fundamentales 

und unschwer zu zeigendes Ergebnis über die Konvergenz von Folgen 

besagt: 

Satz 18.6 (Verträglichkeit der Grenzwertbildung mit den algebrai- 

schen Verknüpfungen) 

Die Folgen (A ) und (B,) seien konvergent mit lim A = A 
K k koo K 

und lim B_ =B. 
k k—» 

a) Dann konvergieren auch die Folgen (A, +B,) und (A,'B,)- 

Darüber hinaus ist 

Im +8) =A+tB und un (A,"B,) = AB 

b) Ist für alle k B,* 0 und B=0, so konvergiert auch die Fol- 

A 

ge (=) ‚ und es ist 

Kk
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A 

ıim (&ı = A, 
ko B. B 

c) Aus a) folgt insbesondere für die Multiplikation mit einer 
Konstanten C: Die Folge (CA) konvergiert, und es ist 

lim (CA) = C+A. 
k—» 

Mit Satz 18.6 folgt aus der Darstellung (18.54) sofort, daß die Lö- 
sungsfolge Y unabhängig von den Koeffizienten Cr C, und n kon- 
vergiert, falls Im, |< 1 und Im, | <1l ist. In diesem Falle sagt man 
auch: "Die allgemeine Lösung (18.54) der Gleichung (18.52) konver- 
giert." 

Liegt umgekehrt Konvergenz der Folge y, vor, so folgt „ wenn ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit Im | > Im, | gilt, 

k m _nk 2 
Y. N, rm ) +C,. 

m 

Wegen I=21« 1 wird das Konvergenzverhalten von Y. also vom Faktor 
1 

Mm, bestimmt. Es gilt somit: Bei verschiedenen Wurzeln Mm, und Mm, kon- 

vergiert die Folge y, aus (18.54) genau dann, wenn Im, | <1l und 
Im, | &1. Ist. 

Für den Grenzwert der Folge (18.54) gilt auf Grund der Gleichung 
(18452) : 

am nt Yan ty) = br 
also wegen Im Zus = Jim I ° dum Y.: 

. b . 
BYE" Ira ra, Mürir aragad. 

Der Grenzwert der Folge Y% ist also stets (und insbesondere unab- 
hängig von den Anfangswerten) die konstante Lösung. 

Wie wir in Abschnitt i8.3], Beispiel 1 gesehen haben, ist die Be- 
dingung 

1 ta, +, = 0 

gleichwertig zu 

m, =1 oder Mm, = 1. 

In der allgemeinen Lösung (18.54) tritt dann nach (18.21) minde- 
stens ein Linearfaktor, etwa wie folgt, auf: 

k 
Y. c +C,m, +C,k, 

was offensichtlich die Divergenz der Folge nach sich zieht. 

Auch wenn die Inhomogenität polynomialer Natur vom Grade rz21 ist, 
divergieren die sich aus (18.20) und (18.21) ergebenden Lösungs- 
folgen. 

Wir haben bisher die Voraussetzung m, = m, gemacht. Ist m, =m;#l,
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so lautet die allgemeine Lösung der Gleichung (18.52): 

k 
Ye ® cm“ +C,km, +C, (18.55) 

Eine notwendige Voraussetzung für die Konvergenz der Folge Yy, ist 

offenbar |m, | <1. 

Allerdings könnte der Faktor km“ das Konvergenzverhalten stören. 

Daß dies nicht der Fall ist, zeigt die Lösung der folgenden Aufgabe: 

Aufgabe 18.8 

Zeigen Sie: 

a) Die Folge Kg), konvergiert genau dann, wenn lal «1. 

b) Die Folge Kg), konvergiert für festes neN genau dann, 

wenn |q| < 1. \ 

Im Falle der Gleichung 

Yin Fu en Ft er "ee 7 D (18.56) 

verlaufen die soeben für den Falln= 2 durchgeführten Überlegungen 

völlig analog. 

Satz 18.7 

Das zu (18.56) gehörende charakteristische Polynom 

m+a BER; + +a n.ı" ...+2,M 9 

besitze die Nullstellen m, Mur.“ r Mm 

Die in (18.20) oder (18.21) gegebene allgemeine Lösung Yy, kon- 

vergiert genau dann, wenn Im,|<ı (für 1:5 Inn Me 

Im Falle der Konvergenz gilt weiterhin 

Lim 9, = Dame, = konstante Lösung. 

Die konstante Lösung 

a rer Here 
n-1l 1 0 

heißt auch Gleichgewichtswert der Differenzengleichung. Dieser 

Gleichgewichtswert bzw. die gegebene Differenzengleichung 

wird als stabil bezeichnet, wenn jede Lösungsfolge unabhängig 

von den Anfangswerten gegen ihn konvergiert.   
Es wäre wünschenswert, wenn man das Konvergenzverhalten jeder die 

Gleichung (18.56) erfüllenden Folge nicht erst an den Wurzeln des 

charakteristischen Polynonms, sondern bereits an den Koeffizienten 

Ayrreer Au] der Gleichung selbst ablesen könnte. Die Suche nach 

praktikablen Kriterien stellt ein umfangreiches Teilgebiet der 

Theorie der Differenzengleichungen und ihrer Anwendungen dar; 

siehe z. B. (Rommelfanger, 4.3). 

Für die durch (18.52) gegebene Gleichung zweiter Ordnung gelten die 

in der folgenden Aufgabe gegebenen Kriterien:
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Aufgabe 18.9 

zeigen Sie: Für die Wurzeln m, und m, des charakteristischen 

Polynoms 

2 
+ + m a,m ao 

gilt genau dann Im, | <1l und Im, | < 1, wenn die folgenden drei Be- 
dingungen erfüllt sind: 

1+ a] 

1 a, +&, >0 

1-2, >0 

+a,>0 

Aufgabe 18.10 Reflexion der Existenz konstanter Lösungen 
Wir wissen bereits, daß in bezug auf die inhomogene lineare 
Gleichung 

ken " An-1Ykın-ı tt ayYg4ı * 0%, = b (mit br 0) (*) 
die folgenden beiden Bedingungen äquivalent sind: 

(I) Die Gleichung (*) besitzt eine konstante Lösung. 

(II) l+a,_, + ta, +a,=0 

Von Satz 18.4 her wissen wir weiterhin, daß wir unter der Vor- 
aussetzung von Bedingung 

(III) Das charakteristische Polynom 

p(m) = m” + a ment tra ma, 

der zu (*) gehörenden homogenen Gleichung besitzt die 
Nullstelle 1, 

nach einer speziellen polynomialen Lösung mindestens ersten 
Grades von (*) zu suchen haben. 

a) Zeigen Sie: Unter der Voraussetzung von Bedingung (III) 
besitzt die Gleichung (*) keine konstante Lösung. 

b) Begründen Sie, warum Aufgabenteil a) in Verbindung mit Satz 
18.4 die Gleichwertigkeit der Bedingung (I) mit der Negation 
von Bedingung (III) bedeutet (symbolisch: (I)<=> (IIl)). 

Bemerkung 

Aus (I) <=> (II) und (I) <=>-(I1l) folgt ersichtlich 
(II) <=>- (IIl). 

In den Aussagen (II) und (III) kommen Differenzengleichungen über- 
haupt nicht mehr vor. Wir haben über den Umweg der Differenzen- 
gleichungen somit das folgende rein algebraische Ergebnis gewonnen: 
Folgerung 

Das Polynom 

(mM) = m’+a „mt! P n-1 0 
besitzt genau dann die Nullstelle l, wenn für seine Koeffizienten- 
summe gilt: 

t...tam+a 
1 

+ +...+ = s l+ra_ı a,+ra, 0
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©) 

d) 

e) 

Beweisen Sie die Aussage der Folgerung direkt (durch Ein- 

setzen der Nullstelle 1 in das Polynom). 

Informieren Sie sich z. B. in (v. d. Waerden) oder in (Bron- 

stein-Semendjajew) über die Lösungen von Gleichungen n-ten 

Grades und die dort geltende Verallgemeinerung des Wwurzel- 

satzes von Vieta. 

Folgern Sie daraus direkt die Gleichwertigkeit von Bedin- 

gung (II) mit der Negation von Bedingung (III). 

Schauen Sie sich noch einmal Beispiel 1 in Abschnitt [18.3] 

an.
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V  INNERMATHEMATISCHE ANWENDUNGEN 

$ 19 Figurierte Zahlen 

Der ausgeprägte Sinn der Griechen für Ästhetik und ihre Art und 
Weise, Mathematik zu treiben, beeinflußten sich gegenseitig. So 
war Mathematik für die Griechen im wesentlichen Geometrie. Arith- 
metische Sachverhalte gewannen ihre volle Bedeutung aus der geome- 
trischen Interpretation heraus. Ein Themenkreis, in dem die enge 
Verschmelzung geometrischer und arithmetischer Denkweisen beson- 
ders gut zur Geltung kommt, ist das Gebiet der figurierten Zahlen. 

Wir betrachten die untenstehenden Punktmuster. 

Die unter den Punktmustern in Abbildung 19.1 stehenden Zahlen hei- 
ßen Dreieckszahlen, die Zahlen in Abbildung 19.2 Quadratzahlen. Die Na- 
mensgebung erklärt sich von selbst. Die aufgezeichneten endlich 
vielen Punktmuster tragen immanent den Charakter der Fortsetzbar- 
keit in sich. Bezeichnen wir etwa die Dreieckszahlen mit D, (k = 

=1, 2,...) und die Quadratzahlen mit Or so entnehmen wir den Punkt- 

mustern unmittelbar die rekursiven Konstruktionsvorschriften: 

Des = Di +k#+1 (Anfangswert: D,=1) (19:1) 

Ga = 0, * 2k + 1 (Anfangswert: 0,2 (19:2) 

Die beiden rekursiven Gleichungen ermöglichen ohne weiteres die 
Fortsetzung der zugehörigen Folgen über den Index k=5 hinaus. Ein 
Computer kann hierbei, wie in ähnlichen Situationen schon oft, nütz- 
liche Dienste leisten. Aus verschiedenen Gründen, insbesondere zum 
Erkennen von Gesetzmäßigkeiten, ist man aber auch an der expliziten 
Darstellung der Folgen interessiert. In bezug auf die Quadratzahlen 
erkennt man durch bloßes Hinsehen 

2 
Q, = K (19..3) 

(vgl. auch Aufgabe 4.8). Die Dreieckszahlen bildeten unser Eingangs- 
beispiel zur Erläuterung des Prinzips der vollständigen Induktion; 
mit (4.2) erhalten wir 

o 

° e © 
— 

o° e o ee 0©o 
— 

0 _„-e 0 ee 0 eo eo 

o "so ee o eo 0 0 eo ee ee 0 
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o00 0 © ee 8 08 ee © 
— 
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_—_— 

a 8 zen oo eo 0 o© ee o08 08 8 o©o 
._— 

O0 ee © ee o .o ee to 8 8 8 8 oo 
1 4 9 16 25 Abb. 19.2
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_ kik+1) D,= 5 “ 
(19.4) 

Die eingangs gegebene geometrische Deutung der Dreiecks- und der 

viereckszahlen ermöglicht die Entdeckung vieler Gesetzmäßigkeiten. 

So erkennen wir an Abbildung 19.3 die Relation 

D,+D, =Q 

  

5! 

die sich unmittelbar wie folgt verallgemeinern läßt: 

Dis * de "Kr 
(19.5) 

  

Abb. 19.3 

  

Abb. 19.4 

Aufgabe 19.1 

Beweisen Sie (19.5) mit vollständiger Induktion unter Verwen- 

dung der Rekursionsgleichungen (19.1) und (19.2). 

Aufgabe 19.2 

Mit Hilfe der Dreieckszahlen läßt sich Gleichung (4.1) wie 

folgt schreiben: 

3 
D?=eı1? +23 + 3° 4... x? 

Stellen Sie dieses Gesetz bzw. die Form (4.1) durch ein geeig- 

net strukturiertes Punktmuster dar. 

Aufgabe 19.3 

Leiten Sie aus dem Punktmuster in Abbildung 19.4 eine Relation 

zwischen Dreiecks- und Quadratzahlen her. 

Aufgabe 19.4 

a) Es sei E, die maximale Anzahl der Gebiete, in die die Ebene 

durch k Geraden zerlegt wird. Begründen Sie: 

I un sa | 

Geben Sie E, explizit an. 

b) Der dreidimensionale Raum werde durch k Ebenen in maximal R, 

Teilräume zerlegt. Begründen Sie: Rrrı “ R,+ E,- 

Geben Sie R, explizit an.



LbU 
V Innermathematische Anwendungen 

o o 

° o° 
° . 

o ° ° o . ° 

° o ° ..o 
o° o —_—— o 

° ° o ® © ® ® ® o 

Abb. 19.5 ° ..0 ee 0 oo eo 
1 5 12 22 

Abb. 19.6 8 02 0 0. >. 

Aufgabe 19.5 

Das Punktmuster der Pentagonalzahlen (Fünfeckszahlen) beginnt wie in Abbildung 19,5. 

a) Wie lautet die nächste Pentagonalzahl? 
b) Setzen Sie die in Abbildung 19.5 implizit gegebene Konstruk- tionsvorschrift in ein rekursives Bildungsgesetz um. 
c) Stellen Sie die k-te Pentagonalzahl P, in expliziter Formdar. 

Aufgabe 19.6 

Zeichnen Sie eine Folge von hexagonalen (sechseckigen) Punkt- mustern, deren Bildungsgesetz mit den entsprechenden Regeln für Dreiecks-, Vierecks- und Fünfeckszahlen übereinstimmt. Stellen Sie die Hexagonalzahlen rekursiv und explizit dar. 

Aufgabe 19.7 

Die Punktezahl des Punktmusters in Abbildung 19.6 bezeichnet man als Trapeszahl T,,,3 (4 =Anfangszahl, 3= Zeilenzahl). Allge- mein sei " 

T arla+tli)+(a+2)+...+(a rk-1) a,K 

die Trapezzahl mit Anfangszahl a und Zeilenzahl k. 

a) Stellen Sie Tax für festes a rekursiv und explizit in Ab- 

hängigkeit von k dar. 

b) Begründen Sie geometrisch am Punktmuster: 

T,,x ” PD + (a-1)k = D,_, +a’k 

c) Man sagt, die natürliche Zahl n besitze eine Trapezdarstellung, wenn n Rh für geeignetes a und k ist. 
Beispiel: 9 = 4+5 En 

»Brirlen,, 

Jede Zahl n besitzt die "triviale" Trapezdarstellung n =T, 1° 

zeigen Sie: Die Zweierpotenzen 2" besitzen nur die triviale Trapezdarstellung. 
:



$19 Figurierte Zahlen 
161 

  

Aufgabe 19.8 

a) Für die Fibonacci-Zahlen 

Big ak + £ 

gilt die Gleichung: 

2 2 _ s 
f, +£, Hunt, = Er 

Interpretieren Sie diese Gleichung geometrisch im Falle 

k= 8. Begründen Sie, daß sich diese spezielle geometrische 

Interpretation auf den allgemeinen Fall übertragen läßt. 

b) Zeigen Sie, daß für die obigen Fibonacci-Zahlen weiterhin 

die Gleichung 

k+l 

4 +) 

gilt. 
Folgern Sie daraus: 

2 
&,. ® Fan-ı farsı "1 

Erklären Sie mit Hilfe dieser Gleichung die optische Täu- 

schung beim folgenden "Beweis" für die Behauptung "64 = 65": 

  

    

        
    

; zerschneiden 

umlegen 

T\_ 
5 5 

a nn 
3 5 5 8 

Abb. 19.7 64- 8-8 65=5:-13 

Geben Sie mıt Hilfe der obigen Gleichung weitere zu derar- 

tigen Scheinbeweisen führende Zerlegungen an. 

119.1] Polygonalzahlen 

Das bisher an speziellen Vieleckstypen durchgeführte Verfahren ist 

offenbar auf beliebige Vielecke (Polygone) ausdehnbar. Für Polygo- 

ne mit E Ecken lautet die Konstruktionsvorschrift der Punktmuster 

wie folgt: 

Ist das k-te Punktmuster gegeben (k 22), so erhält man daraus 

das (k + 1)-te Punktmuster, indem man einen offenen Kranz neuer 

Punkte so an das alte Punktmuster anlegt, daß die Randpunkte 

der Figur ein E-Eck bilden, auf dessen Seiten jeweils ktl 

Punkte liegen. 

Alle neu hinzukommenden Punkte werden in diesem Sinne zu Rand- 

punkten des neuen E-Ecks; zusätzlich bleiben die Randpunkte 

zweier Seiten des vorangehenden E-Ecks als Randpunkte des neu- 

en E-Ecks erhalten. 

Das Verfahren beginnt in der ersten Stufe mit einem Punkt und 

setzt sich in der zweiten Stufe mit einem E-Eck fort.
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Wir wollen die Polygonalzahlen zum Typ des E-Ecks, die gelegentlich 
auch E-gonal-Zahlen genannt werden, mit G„(E) bezeichnen. Wenn - 
wie im folgenden - die Eckenzahl E festgehalten wird, schreiben wir 
auch kürzer nur G, statt G„(E). 

Zur Aufstellung eines rekursiven Bildungsgesetzes überlegen wir, 
daß auf E-2 Seiten jeweils k +1 neue Punkte dazukommen. Dabei wer- 
den allerdings die E-3 gemeinsamen Eckpunkte doppelt gezählt. 
Durch entsprechende Korrektur erhalten wir: 

Gr = G,. + (E-2)(k+1) - (E-3) 

Eine naheliegende algebraische Umformung ergibt: 

5,41 |®) = G,„(E) +KIE-2) +1 (19.6) 

Die Lösung dieser inhomogenen linearen Differenzengleichung erster 
Ordnung kennen wir bereits aus Aufgabe 18.6, wobei nur der Parame- 
ter a durch E zu ersetzen ist. Wir erhalten die Lösung: 

- Er2,,2,4-E, G,(E) "7 kK+ 3 k (19.7) 

Wenn wir in (19.7) E (statt k) variieren, erhalten wir nach einer 
leichten Umformung 

G„(E +1) = S„{E) +G (3), (19.8) K#=1 

(3) = D, ist. wobei natürlich SG. -1 
1 

Aufgabe 19.9 

a) Verifizieren Sie (19.8). 

b) Deuten Sie (19.8) geometrisch im Kontext der figurierten 
Zahlen. 

Aufgabe 19.10 

"Spielen" Sie mit figurierten Zahlen und versuchen Sie dabei, 
weitere Gesetzmäßigkeiten zu entdecken. 

119.2] Pyramidalzahlen 

Eine wichtige Technik bei der Behandlung von Folgen ist ihre suk- 
zessive Aufsummierung. Die Glieder der so erhaltenen neuen Folge 
nennen wir nach $4, Beispiel 5 die Teilsummen oder Partialsummen 
der neuen Folge. Die Summenfolge der Dreieckszahlen lautet somit: 

1, 4, 10, 20, 35,... 

Diese neuen Zahlen kann man mit etwas Phan- 
tasie ebenfalls als figurierte Zahlen deu- 
ten. Man stelle sich dazu die einzelnen 
Punktmuster in Abbildung 19.1 als aus einer 
dreieckigen Pyramide herausgeschnittene 
Höhenschichten vor (Abb. 19.8) 

Man nennt die Glieder dieser Summations- 
folge deshalb auch Pyramidalzahlen. Ihr rekur- 
sives Bildungsgesetz lautet im allgemeinen 
Falle: 

H (E) =H,(E) +G 

      (E) (29:9) Abb. 19.8 k+l
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Aufgabe 19.11 

Stellen Sie die Pyramidalzahl H, (E) in expliziter Abhängigkeit 

von k dar. 

(Anfangswerte: H, (E) = 1, H,(E) =E+l.) 

820 Summierung 

wir wollen in diesem Paragraphen das in $4, Beispiel 5 angegebene 

Prinzip der Reihenbildung mit den inzwischen entwickelten Methoden 

untersuchen. Die Teilsummen (Partialsummen) S. einen gegebenen 

Folge (y,) sind gegeben durch 

s 
(20.1) 

k+l Sk" Ykrı 
und 

Sanfang u Y anfang ; 

das heißt im allgemeinen s,"Y oder So" Yo’ 

Gleichung (20.1) kann in bezug auf die Folge (s,) als lineare inho- 

mogene Differenzengleichung erster Ordnung mit der Inhomogenität Yx 

angesehen werden. Da das charakteristische Polynom 

p(m) = m-1 

der zu (20.1) gehörenden homogenen Differenzengleichung 

SH" %” 0 120'2 

die Nullstelle 1 besitzt, folgt aus Satz 18.4 der 

Satz 20.1 

Ist die Folge (y.) in Abhängigkeit von k polynomialer Natur, 

etwa vom Grade r, so ist die Summenfolge (s,) ebenfalls poly- 

nomial, und zwar vom Grade r +1. 

Für die Folgen aus Abschnitt [18.3], Beispiel 2 ergibt sich daraus 

unmittelbar die bereits von dort bekannte 

Folgerung: 

Die Folgenglieder 5, mit 

tr nurK 
k 

lassen sich für jedes reN als Polynom vom Grade r +1 (ink) dar- 

stellen. 

Für den Fall, daß die Folge (y.) Lösung einer linearen Differenzen- 

gleichung ist, stellt sich die Frage, ob es einen Zusammenhang zwi- 

schen den charakteristischen Polynomen der zu (y.) bzw. (s,) gehö- 

renden homogenen Gleichungen gibt. 

Die Folge (y,) erfülle also die Differenzengleichung 
Kk 

Yo ? an et er TE” ber (20.3) 

deren zugehöriges charakteristisches Polynom durch 

plm = m+a mi... +amt+ta (20.4) 
nl I 0
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gegeben ist. Mit (20.1) erhalten wir nach einer Indexverschiebung 
um +1 unmittelbar die Differenzengleichung 

(Scans Sxun) * an-ı (Sgan ” Skan-ı) + 

ra [Sg n Sg) Faglsyzı 7 Sg) = buy (20.5) 

für die Summenfolge (s,). 

Das charakteristische Polynom der zugehörigen homogenen Gleichung, 

das man durch Ersetzen von Yy„,; durch m" erhält, lautet: 

-1 am) = (mm) +a,_, mm") +...+a, (m? -m) +aylm-1),(20.6) 
und wir erkennen, daß 

g(m) = (m-1)'p(m) (20:7) 

ist. 

Ein Vergleich mit (18.11) zeigt, daß das charakteristische Polynom 
q(m) der Summenfolge (s,) mit dem durch Homogenisierung ($ 12) aus 

der Gleichung (20.3) entstehenden charakteristischen Polynom über- 
einstimmt, falls die Inhomogenität b. konstant ist (b. =b). In et- 

was laxer, aber einprägsamer Weise können wir somit formulieren: 

Satz 20.2 

Für die inhomogene lineare Differenzengleichung 

Yk+n * An-1Yk+ın-ı *** rt a Yy4ı * aoYy” b (20.8) 
bedeuten Homogenisierung ($ 12) und Summierung im wesentlichen 
dasselbe. 

Durch beide Prozesse wird das charakteristische Polynom p(m) 
von Gleichung (20.8) in das Polynom 

q{m) = (m-1)°p(m) 

übergeführt. 

Aufgabe 20.1 

Erweitern Sie das Universalprogramm von Aufgabe 18.7 so, daß 
neben der rekursiven Ermittlung der Folgenwerte y, auch die 
durch (20.1) gegebenen Teilsummen s, ausgedruckt werden. 

Aufgabe 20.2 

Geben Sie die untenstehenden Summenfolgen für festes geR in 
expliziter Form an: 

k 
a) r. = IK-1ı +93 rg 

k 
b) Ss, S.-ı +kg'r s.-q 

_ 2 _ 
c) t,= t,_ı +k"q'; t, q 

zeigen Sie, daß die Folgen jeweils für |q| < 1 konvergieren, 
und bestimmen Sie: 

, nk 
a') lim rn. ® y q 

k=1 
k—»
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eo u k b') im ®% = 2 k-q 

k=1 

c') lim t, = K?.ql 
k—» k=1 

821 Flächeninhalte 

Beispiel 1 

Wir untersuchen im folgenden die Frage, wie sich die Flächeninhalte 

der in Abbildung 21.1 gegebenen Gebiete A und B verhalten. Die 

Grenze zwischen A und B sei dabei gegeben durch die Parabel 

2 

H y=£(x) mit £(x) x 

  

- 
£ (k- Ax)= (k: An)? 

          

  

-t 

  

Abb. 21.1 Abb. 21.2 

Die Grundidee ist, die Fläche A durch eine Folge von Rechtecks- 

flächen anzunähern (Abb. 21.2). 

Wir unterteilen dazu das Intervall [0, 1] auf 

 Ax — der x-Achse in kleine, gleich große Abschnitte 

der Länge Ax. Das über dem Intervall 

(k -1)-a%, k-Ax] liegende Flächenstück der 
läche A, ersetzen wir durch das Rechteck mit 

(k- AxX) den Seitenlängen Ax und £(k'Ax) = (k-x)? . 

Flächeninhalt des Rechtecks: 

  

r
n
 

AX-Elk-0x) = kK?* (ax) 
Die fortlaufende Aufsummierung dieser Recht- 

= ecksflächen wird beschrieben durch die Glei- 

(k—1): Ax k: Ax chung: 

Abb. 21.3 A, ® Ar-ı + ax ’£lk*ax) (mit A, = 0) (21.1) 

      
  

also 

a 

(21.2) stellt eine Differenzengleichung für A. mit quadratischer 

x? (ax)? (mit a, 50 (21.2)
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Inhomogenität x? (ax)? dar. Wegen der fest gewählten Streifenbreite 

4X ist (Ax)? in diesem Term als Konstante anzusehen. Nach Satz 18.4 
besitzt (21.2) eine spezielle Lösung der Form 

_ 3 2 Ak = C,KÜ +C,KÜ+rc.k (21.3) 
* 

k 

Durch Einsetzen in (21.2) ermitteln wir die Koeffizienten er Ce, und 
C,.Aus 

3 

= 2; 3 AB; = kK’+ (ax) 

folgt 

3 2 3 2 2 u, 3 C,k +C,k +C,k=C,(k -1) C,ik 1) =, (=D) = k + (ax) 

und schließlich 

2 _ 3 2 3C,K =3C,Kk+C,+2C.k-C,+C, = (dx) +K”. 

Koeffizientenvergleich liefert: 

_ 3 
3C, = (Ax) 

-3€C,+ 2C, =0 

N C, +C, = 0; 

also 

3 3, 4 3, „. 3 E, 3 (ax) ; Ce, 5 (Ax) 5 ce u: (x) 

und 

= de 3, 3  I,, 3 Ar “5 k*(Ax) +5 k”+ (ax) +5 k- (ax). (21.4) 

Bei der Streifenbreite 4x besteht das Intervall [0, 1] ausn = Ab- 

schnitten, und ein Näherungswert für die gesuchte Fläche A ist ge- 
geben durch 

_1,3 3 3 bs? 3; 3 A zn tax) +Zn (ax) tz ntax) ’ 

was wegen nax = 1 zu 

„tI,:ı1 1 2 A = + 5 (ax) +5 (1x) 
(21:5) 

vereinfacht werden kann. 

Durch Verkleinerung der Streifenbreite ax wird die gesuchte Fläche 
A immer besser durch die Summe Al der Rechtecksflächen angenähert. 
Durch Grenzübergang erhalten wir 

(21.6) w
m
 

A= lim A = 
iıxoo N 

Aufgabe 21.1 

Zeigen Sie durch Nachvollzug des obigen Verfahrens, daß die 
schraffierte Fläche in Abbildung 21.4 für beliebiges positives 
X,ER durch
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- 143 A = e (21.7) 

WI
 

gegeben ist. 

Aufgabe 21.2 

a) Lösen Sie die Differenzen- 

gleichung 

s -s = 
k+l k Y« 

mit a a'k, a sei eine fe- 

ste Konstante. 

  

b) Unterziehen Sie die Flä- 

chenberechnungsmethode ei- Abb. 21.4 

ner Kontrolle! Berechnen 

Sie nach der Methode von Beispiel 1 die über dem Intervall 

[0, x] liegende und durch den Funktionsgraphen der Funktion 

f: x —a°xX 

nach oben begrenzte Fläche. Ermitteln Sie die Fläche elemen- 

targeometrisch und vergleichen Sie. 

Beispiel 2 

Wir wollen den Flächeninhalt der in Abbildung 21.5 schraffierten 

Fläche berechnen. 

  

  

Diesmal nähern wir die gesuchte Fläche durch Rechtecksflächen wie 

in Abbildung 21.6 dargestellt an. 

Abb. 21.6 

  

Entsprechend den Gleichungen (21.1) und (21.2) gilt jetzt 

A A, # AX-£lik - 1) AxX) 

bzw. 

. == . . j = ; .8 
Auy A, ax"£(k* 6x) mit An 0 (21.8) 

also 

= = .ej ä i = . 21,9 
Aa A, Ax-sin(k*AxX) mit A, 0 ( )
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Aufgabe 21.3 

zeigen Sie mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten, 
daß die Differenzengleichung 

Font - F. = a-sin(k*b) (21.10) 

mit festen Koeffizienten a und beR eine spezielle Lösung der 
Gestalt 

* = „A .sin(k- —@a:sinb _, ; y 2 sin(k'b) + Sicss be 1) cos (kb) (21.11) 

besitzt. 

Mit a= b = Ax lautet die allgemeine Lösung von (21.9) somit 

AX-sinAx = c-ÄAX, _AX-SındaX ae 2(cosıx - 1) k 2 

Die Konstante C berechnet sich wegen A = 0 zu 

sin(k'Ax) -cos(k*aAx). (21:12) 

_ dX:sindx (21.13) C=chax) = - 2(cosıx - 1) 

Das Intervall [0, xo) sei in n Abschnitte der Breite 4x unterteilt; 
es gelte also 

x) = Nn*AX. 

Dann ist die Näherungsfläche A der gesuchten Fläche A gegeben durch 

AX"sinAX 

o * ITcosax - 1) 'C05%, (21.14) 

  

& - AR ,s; A, = C (Ax) „ "sinx 

Beim Grenzübergang AXx—0 bzw. n—oo nähert sich die Fläche A, im- 
mer besser der Fläche A an; es ist 

A= lim A. (21.15) ixoo0 N 

Auf Grund der Verträglichkeit der Limesbildung mit den algebrai- 
schen Verknüpfungen (Satz 18.6) ist 

lim A = 
Ax—0 a 

; . a _ s X .o; . AX-sinax . ee (Ax) Fe > "sinx, + Mt STeosıx = IT Cosx, (21.16) 

Für jedes x, ist 

; ax . 
lim —*sinx, =0 
Ax—0 2 0 . 

und Gleichung (21.16) vereinfacht sich zu 

. 5 AX"sinax = m . - ö 21.5107 a a Re 2(cosıx - 1) (cos Xo 1] ( ) 

Hierbei bereitet der Grenzübergang im Hinblick auf den Term 
AX-sinAxX 

2(cosıx - 1) 0 
für Zähler und Nenner führt auf den unbestimmten Ausdruck vo 
Satz 18.6 ist hier nicht anwendbar. 

Schwierigkeiten, denn die getrennte Grenzwertbildung 

AX*"sinAx 
2(cosıx - 1) 

daß die Grenzwertbildung möglich wird. Um nur einen Typ von trigo- 
nometrischen Funktionen behandeln zu müssen, versuchen wir, den 
Nenner als Sinusfunktion auszudrücken. Ausgangspunkt für derartige 
Umformungen sind fast immer die Additionstheoreme (15.17). 

Wir müssen also versuchen, den Term so umzuformen,
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Speziell für cosa können wir schreiben: 

= a, 8 - 2{@\_ sinzl& 
cosa = cos (5 + 3) cos 6) sin 2)- 

also 

cosa + 2 sin?ß)- 1 

und somit 

cosa -1=-2 sin?(3). (21.18) 

Also ist mit Av = Sax: 

  
Ax:sinax _ _Axrsinax _ Av-sin(2-av) 

2(cosıx - 1) -4 sin?(&) -2 sin?(av) 
2 

Weiterhin ist nach den Additionstheoremen 

sin2a = 2 sina cosa. 

Hieraus ergibt sich 

  

  

  

AX-sinäx u 5 An 5 
Ilcosax - 1) “ "sinav OA (i.49) 

Wenn es uns gelänge, 

x a 

in Sina . 
zu bestimmen, könnten wir in D 

(21.19) den Grenzübergang durch- 
führen. 

Wir deuten sina, cosa und 17 tanz: MR 

sina . sin & cos a 

tana = Oogn als Strecken am Ein- | (Strahlensatz) 

heitskreis (Abb. 21.7). x A| 
Ol— cos a——— C   

Ein Vergleich der Dreiecksflä- 
chen OAB, OCD und des Kreisaus- Abb.21.7 

schnitts OCB ergibt für a«#0: 

    

  

  

1si si gi: im 5 Sina cosaSı' s 3 gene (21.20) 

also 

ae nt (21.21) 
sina cosa 

Wegen lim cosa = lim 1 = 1 ist somit 
a—o ao Cosa 

f a 
u sine =; (21.22) 

Die Anwendung des Verträglichkeitssatzes (Satz 18.6) auf (21.19) er- 

gibt somit: 

. AX-sindx _ ; u AV 

a 2lcosıx - 1) a ( sin 

wir sind jetzt in der Lage, den Grenzübergang in (21.17) durchzu- 

führen: 

lim A = lim Ax-Ssinax 

ixo0 N Ax—o 2lcosax - 1) 

»cos AV) = -1 {21«23) 

(cosx, - 1) =
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= (-1)- (cos X, -1) = 

= 1- SOSK,. 

Als Endergebnis erhalten wir das Resultat: Die gesuchte Fläche A 
in Abbildung 21.5 ist gegeben durch 

A=1- cos Xor (21.24) 

Aufgabe 21.4 

Abb. 

Berechnen Sie die schraffierte Fläche in Abbildung 21.8 ohne 
Nachvollzug des obigen Grenzüberganges, sondern unter Anwendung 
von (21.24) mit Hilfe von Symmetrieüberlegungen (Translations- 
symmetrie). 

y 

y=cosx 

  

vi
a 

218 

Aufgabe 21.5 

Abb. 

Oft kann der Flächeninhalt A eines von der x-Achse, den Geraden 
x=a und x=b und dem Funktionsgraphen einer vorgegebenen Funk- 
tion f begrenzten Flächenstücks (Abb. 21.9) nicht wie in den 

21.9 

  

beiden vorangehenden Beispielen durch eine elementare Funktion 
g ausgedrückt werden. Auch in diesem Fall kann die oben geschil- 
derte Annäherung durch Rechtecke zur approximativen Ermittlung 
des numerischen Wertes von A herangezogen werden. 

a) Schreiben Sie ein Universalprogramm, das für jede in BASIC 
oder PASCAL oder auf Ihrem Computer definierbare Funktion bei 
vorgegebener Streifenzahl n (n'x = b-a) die beiden Recht- 
ecksapproximierungen (21.1) bzw. (21.8) zur Ermittlung nume- 
rischer Näherungswerte durchführt. 

b) Schreiben Sie für monotone Funktionen ein entsprechendes 
Programm, das die Streifenbreite ax selbständig so lange 
verkleinert, bis der Unterschied zwischen Überschätzung und 
Unterschätzung dem Betrage nach kleiner als eine beliebig 
vorzugebende reelle Zahl € O0 ist. 

ce) Begründen Sie, warum das in b) dargestellte Abbruchkriterium 
bei nicht-monotonen Funktionen zu falschen Ergebnissen füh- 
ren kann.
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& 22 Irrfahrten 

[22.1] Die symmetrische Irrfahrt 

Zwei Spieler A und B spielen das folgende Glücksspiel: 

Jeder der Spieler setzt 5 DM. Sie werfen eine Münze mit den Sei- 

ten Kopf (K) und Zahl (2). Bei K erhält Spieler A 1 DM von Spie- 

ler B, bei Z muß A 1 DM an B zahlen. 

Wir zeichnen uns einen Plan der Spielsituation: 

Abb. 22.1 

Der Plan, auch Graph genannt, besteht aus Kreisen (Zuständen) und Pfei- 

len (Übergängen). Die jeweilige Spielsituation ist eindeutig durch 

den Kontostand des Spielers B gekennzeichnet, den wir in den Krei- 

sen notiert haben. Vom Zustand ist jeweils der Übergang zu den 

Zuständen oder möglich. Wir nehmen zunächst an, daß es 

sich um eine "faire" Münze handelt. Dies möge bedeuten, daß in lan- 

gen Wurfserien Kopf und Zahl etwa gleich häufig auftreten. Die Wahr- 

scheinlichkeit für Kopf und Zahl sei also jeweils gleich 3: Man be- 

zeichnet sie als die Übergangswahrscheinlichkeit von Zustand 9 nach 

Zustand ®) bzw. ® (Abb. 22.2). 

1 1 

> 0) ° Abb. 22.2 

Die Übergänge nach bzw. sind Einbahnstraßen. Wenn einer 

dieser Zustände erreicht ist, ist das Spiel beendet. 

Daß die Gewinnchancen für Spieler A gleich 3 sein dürften, ist auf 

Grund der absoluten Symmetrie des Spiels in bezug auf die beiden 

Spieler ziemlich klar. 

Weniger offensichtlich ist die Antwort auf die Frage, wie lange ein 

solches Spiel im Durchschnitt dauert. Eine weitere interessante 

Frage ist, wie groß die Gewinnwahrscheinlichkeit für Spieler A ist, 

wenn sich das Spiel im Zustand ©) oder bzw. allgemein im Zu- 

stand ©) befindet. 

Ein Hilfsmittel zur Beantwortung dieser Frage stellt die folgende 

Mittelwertsregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung dar. 

Erste Mittelvertsregel 

Die Wahrscheinlichkeit P,, vom Zustand ©) zum Zustand ©) zu ge- 

langen, ist gleich dem gewichteten arithmetischen Mittel der Wahr- 

scheinlichkeiten, von den Nachbarzuständen und ®) nach 

zu gelangen: 

Pu = a’Pyyı * b’Pu.ı (22.1)
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Nachbarzustände eines Zustands sind diejenigen Zustände, die 

von (*) aus in einem Schritt erreicht werden können. 

Als Gewichtungsfaktoren a und b sind die Übergangswahrscheinlich- 

keiten von nach bzw. zu wählen. Man kann diese 

durchaus plausible Mittelwertsregel - ebenso wie die später anzu- 
sprechende zweite Mittelwertsregel - als Grundannahme (Axiom) der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ansehen. Bei der Zugrundelegung eines 
anderen Axiomensystems, etwa dem nach Kolmogoroff, lassen sich die 
Mittelwertsregeln als beweisbare Sätze ableiten. 

In unserem Beispiel gilt für die Übergangswahrscheinlichkeiten a 
und b: 

shit a b 5 

Gleichung (22.1) läßt sich als homogene Differenzengleichung zwei- 
ter Ordnung 

1 b Par Ip + Dpy., = 0, (32.2) 

in diesem Falle also, bei Indexverschiebung um +1, 

Pr+2 7 2 Px+ı +Px = 0 (22.3) 

deuten. Die zugehörige charakteristische Gleichung 

2 
m-2m+1l=0 

hat die Doppelwurzel 

m = m =1. 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (22.3) lautet somit: 

Pk = C) + Cy'k (22.4) 

Aus den Spielregeln ergibt sich für die Endzustände ©) und 

Po 1 und Pjo * °. 

Für die Koeffizienten C, und C, folgt daraus 

cC,+c,0 =1 

C, +C,.10 =0, 

also 

1 
cCı=l, C, = - 

und 

p = 1- Ik (22.5) 

Plausibilitätskontrolle: Ps, ® 3, wie bereits erkannt. 

Bemerkungen 

1. Die Gleichungen (22.2) bzw. (22.3) sowie die Lösung (22.5) sind 
zwar ohne Einschränkungen in bezug auf den Gültigkeitsbereich 
der Indices formuliert, eine sinnvolle Interpretation im Kontext 
der Spielsituation ist jedoch nur für die Indexmenge 
{0, 1, 2,..., 10} möglich.
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2. Die endgültige Festlegung der Lösungsfolge Pi. in (22.5) erfolgte 

diesmal nicht wie bisher durch die Anfangswerte, sondern durch 

die bekannten Werte Pi und Di an den Enden (Rändern) des Gültig- 

keitsbereiches der Zustandsmenge. Man spricht in derartigen Fäl- 

len von Randwertproblemen. 

Auch im Hinblick auf die durchschnittliche Spieldauer ist die An- 

nahme sinnvoll, daß die Dauer gr um von Zustand aus einen der 

Endzustände zu erreichen, eng mit den entsprechenden Spieldauern 

Ir und g..; zusammenhängt. Wir können hier allerdings nicht ein- 

fach das gewichtete arithmetische Mittel. aus gs und 4, bilden, 

da zum Erreichen eines der Nachbarzustände ja zusätzlich noch ein 

Übergangsschritt benötigt wird. 

Zweite Mittelwertsregel 

Die mittlere Spieldauerd, das ist die durchschnittliche Anzahl der 

Schritte, um vom Zustand aus einen der Randzustände zu erreichen, 

ist gleich dem um 1 vermehrten gewichteten arithmetischen Mittel der 

entsprechenden Spieldauern der Nachbarzustände von (k). Die Gewich- 

tung findet wieder durch die Übergangswahrscheinlichkeiten statt. 

Im obigen Fall ist also 

4, = BER, 2a + b°d,_, +1 (22.6) 

mit 

-n-4 a=b= > 

Gesucht ist also jetzt, wiederum nach einer Indexverschiebung, ei- 

ne geeignete Lösung der inhomogenen Gleichung 

dyaa - 2d,,, + 4, = -2. (22.7) 

Da die Koeffizientensumme 1-2 +1 der zugehörigen homogenen Glei- 

chung gleich Null ist, existiert keine konstante Lösung. Aus Bei- 

spiel 1, zweiter Fall in Abschnitt [18.3] kennen wir jedoch die 

spezielle Lösung 

=2 2 2 %=2 — = = dr 2 k Sr 

Die allgemeine Lösung von (22.7) lautet somit: 

2 d = * - . e ce, + c, k k (22.8) 

Die Festlegung der Koeffizienten C, und C, erfolgt auch hier wieder 

durch die Randwerte, nämlich: x . 

d = = ig & 6 as (22:8) 

Es ist also 

&, =0, c, = 10, 

und wir erhalten die Lösung 

d, = 10k. - k? =k(10-k). (22.10)
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Bemerkung 

Bei einer zufallsgesteuerten Bewegung auf den Zuständen eines Gra- 

phen wie in Abbildung 22.1 spricht man von einer Irrfahrt. In Abbil- 
dung 22.1 haben wir es mit einer eindimensionalen Irrfahrt zu tun. 
Da die Übergangswahrscheinlichkeiten nach links und nach rechts 
gleich groß sind (siehe Abb. 22.2), spricht man von einer symmetri- 
schen Irrfahrt. 

In unmittelbarer Verallgemeinerung der bisherigen Resultate (22.5) 
und (22.10) erhalten wir das Ergebnis: 

Satz 22.1 

Für die symmetrische Irrfahrt auf dem Graphen in Abbildung 22.3 
gilt: 

a) Die Wahrscheinlichkeit P,r vom Zustand ©) aus den Zustand 

zu erreichen, ist 

Pp, = 1- 2x. (22:11) 

b) Die durchschnittliche Dauer einer Irrfahrt, die im Zustand 

© beginnt, beläuft sich auf 

  a, =k(r-k) (22.12) 

Übergänge. 

Abb, 22.3 

Aufgabe 22.1 

a) Simulieren Sie mit einer Münze fünf Irrfahrten auf dem Gra- 

phen von Abbildung 22.1, die alle im Zustand © beginnen. 

Vergleichen Sie die empirisch ermittelten Werte mit (22.5) 
bzw. (22.10). 

b) Führen Sie eine Simulation mit wesentlich mehr "Durchläufen" 
mit Hilfe eines Computers durch. Informieren Sie sich über 
die Erzeugung von "Zufallszahlen". 

Aufgabe 22.2 

Vollziehen Sie die Überlegungen dieses Abschnitts im allgemei- 

neren Falle von r +1 statt 11 Zuständen nach. 

Aufgabe 22.3 

Ein Metallstab von 1 m Länge ist an beiden Enden eingespannt 
(Abb. 22.4). 

Das linke Lager A weist eine Temperatur von 150 °C auf; im rech- 
ten Lager beträgt die Temperatur 20 °C. Wie sieht die Tempera- 
turverteilung im Metallstab aus? Wir wollen den Prozeß der Mo- 
dellbildung durch zwei Hilfsmaßnahmen erleichtern: 

ıN Abb. 22.4 
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- Vernachlässigung der den Stab umgebenden Atmosphäre; der Wär- 

meaustausch finde nur innerhalb des Stabes und mit den Lagern 

statt. 

- Diskretisierung; wir unterteilen den Stab in kleine Scheiben 

von z.B. 1 cm Dicke. Die Temperatur sei innerhalb eines 

Scheibchens überall gleich. 

Wir nehmen an, daß die Randscheibchen des Stabes dieselbe Tem- 

peratur wie die angrenzenden Lager haben, während für die inne- 

ren Scheibchen gilt: Die Temperatur t, jedes Scheibchens ist 

der Mittelwert aus den Temperaturen der beiden benachbarten 

Scheibchen: 

1 t 
ern +2 

Stellen Sie für k = 1,..., 100 die Temperatur E. explizit dar. 

Ir
 

Aufgabe 22.4 

Bei Tischtennisspielen zwischen annähernd gleich starken Spie- 

lern kommt es häufig zum Spielstand 20 : 20. Wie lange dauern 

solche Spiele im Durchschnitt noch? Die Spieldauer werde durch 

die Anzahl der noch folgenden Angaben gemessen. Das Spiel ist 

zu Ende, sobald ein Spieler zwei Punkte mehr hat als sein 
Gegner. 

Aufgabe 22.5 

a) Eine faire Münze wird so lange geworfen, bis eine der Seiten 

(K oder 2) mit drei Würfen in Führung liegt, z.B. KKZK 

ZZKKDZKK. Aus wie vielen Würfen besteht eine solche 

Wurfserie im Durchschnitt? 

b) Eine faire Münze wird so lange geworfen, bis eine der Seiten 

dreimal unmittelbar hintereinander aufgetreten ist, z.B. 

KZ2Z2KKZKRKK. Wie groß ist die durchschnittliche Län- 

ge einer Wurfserie? 

c) Eine faire Münze wird so lange geworfen, bis dreimal unmit- 

telbar hintereinander Z erschienen ist. Wie lang ist eine 

Wurfserie im Durchschnitt? 

Aufgabe 22.6 

Wir betrachten in dieser Aufgabe die symmetrische Irrfahrt auf 

einer unbegrenzten Geraden. Geben Sie eine rekursive Gleichung 

für die Wahrscheinlichkeit lie an, vom Zustand 0) aus im 

n-ten Zug den Zustand zu erreichen (neN, keZ, -nskän). 

Stellen Sie die Anfangswerte (0O<snz=3) in einem geeigneten gra- 

phischen Schema dar. 

[22.2] Die asymmetrische Irrfahrt 

Im folgenden betrachten wir eine Irrfahrt auf dem Graphen in Abbil- 

dung 22.5 mit verschiedenen Übergangswahrscheinlichkeiten. Der 

Übergang nach rechts, also z.B. von Zustand nach ® finde 

stets mit der Wahrscheinlichkeit a, der Übergang nach links mit der 

Wahrscheinlichkeit b statt (O<a<l; atb = 15 a=b). Aus der er-
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Abb. 22.5 

sten Mittelwertsregel folgt für die Wahrscheinlichkeit P,, vom Zu- 

stand © aus den Zustand (0) zu erreichen, nach (22.1): 

pP, = ap, ,, * b°Pp,_, (22.213) 

Die sich daraus ergebende Differenzengleichung 

1 b _ 
Pus2 " aPrıı *a Pu” ° 2) 

besitzt das charakteristische Polynom 

m? - Im + - (22.15) 

mit den Wurzeln 

m = zu ide) > 5 ir s ae ie 

  

1 

-L & - Zei. E = za +1 2a) z 3 

und 

1 b _ - mM, = —*- = 1. (Man beachte: b = 1-a) 
2 m, a 

Die allgemeine Lösung von (22.14) lautet somit: 

pp. 

pP, * ei + C, (22.16) 

Die Randwerte Po * 1 und p,'® 0 ermöglichen die Bestimmung der 

Koeffizienten C_ und c, durch: 
1 

c + c, =1 

b.” _ 
eg) + c, =0 

Es ist also _ By" 

c = Io, 0» 
1 b E 2 b r 

1 - a 1 - a 

b k b r 

Fi 
pP, = — = (22.17) 

b 
1 - (7) 

Für die mittlere Dauer einer im Zustand k beginnenden asymmetrischen 

Irrfahrt auf dem Graphen in Abbildung 22.5 ergibt sich aus der zwei- 
ten Mittelwertsregel 

„rad, +*bd_, +1 

die inhomogene Differenzengleichung
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1 

Yr2 "a krı 
+ Ba = - —- 

1 

ak a’ 

Da das charakteristische Polynom (22.15) 

Gleichung die einfache Nullstelle m, = 1 besitzt, hat die Gleichung 

(22.18) nach (18.27) die spezielle Lösung 

me: 
Eee. sa 
EaE 

a 

d 

und die allgemeine 

k 

ı - 2a b-a 
nn de ge   

Lösung lautet: 

1 
2 b-a 

1.47 

(22.18) 

der zugehörigen homogenen 

(22.19) - b —: ac.) ++ k 

Die Festlegung der Koeffizienten C, und C, erfolgt mit Hilfe der 

Randwerte 

a, = d, =0. 

Daraus ergibt sich 

sn + ce, =0 

  

  

1 2 b-a 

also 

1 ,, 

©, en = -C,. 
er -i 

Wir fassen zusammen: 

Satz 22.2 

Für die asymmetrische Irrfahrt auf dem Graphen in Abbildung 

22;5 gilt: 

a) Die Wahrscheinlichkeit p,, vom zustand (X) aus den Zustand 

zu erreichen, ist 

B- 
a a = (22.20) 

k b r 

er (=) 

b) Die durchschnittliche Dauer einer Irrfahrt, die im Zustand 

9 beginnt, beläuft sich auf 

1: .r 
_ a-b b.K 

4, = E 142] = Lb# 

&-1ı 
a 

  
1 Ei (22.21)     Übergänge. 

Aufgabe 22.7 

Schreiben Sie ein Programm zur Simulation der asymmetrischen 

Irrfahrt und vergleichen Sie die Ergebnisse mit (22.20) bzw. 

(22.2243 -
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Aufgabe 22.8 

Bearbeiten Sie die Aufgabe 22.4 unter der Bedingung, daß sich 

zwei Tischtennisspieler A und B gegenüberstehen, deren Spiel- 
stärken sich wie 
a) 5:4 

b) a:b 
verhalten. Ersteres bedeute: A gewinnt von neun Ballwechseln mit 
B im Durchschnitt fünf, B vier. 

c) Ermitteln Sie ohne Differentialrechnung dasjenige Verhältnis 
a:b der Spielstärken, bei dem die durchschnittliche Spiel- 
dauer ein Maximum annimmt. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt A das Spiel? 

Aufgabe 22.9 

Eine Firma, die Mietwagen verleiht, hat zwei Filialen A und B. 
Die Wagen werden für den Pendelverkehr zwischen A und B benötigt 

(z.B. zwischen Flughafen und Stadtmitte). Da die Versorgung 

mit öffentlichen Verkehrsmitteln in Richtung von A nach B besser 

ist als in Richtung von B nach A, wollen durchschnittlich 408 
der Kunden den Mietwagen für Fahrten von A nach B und 60 3% von 
B nach A benutzen. 

a) Wie viele Vermietungen sind ohne Rücktransport leerer Miet- 

wagen durch Firmenpersonal im Durchschnitt möglich, wenn zu 
Beginn in A und in B je 20 Wagen bereitstehen? 

b) Wie müßten die Wagen zu Beginn auf A und B verteilt sein, da- 
mit in jeder der Filialen so lange wie möglich Wagen zur Ver- 
fügung stehen? 

[22.3] Untersuchung von Strategien bei Glücksspielen 

Folgende Methode wird oft als "unfehlbare" Strategie beim Roulette- 
spiel dargestellt: 

- Man setze 1 DM auf Rot. 

- Gewinnt man, so kassiert man den Gewinn und setzt wieder 1 DM. 
- Verliert man, so verdoppelt man jeweils den Einsatz, bis man 

gewinnt. 

Aufgabe 22.10 

Berechnen Sie den Gewinn oder gegebenenfalls den Verlust nach 

jeder Spielserie, zwischen dem Einsatz von 1 DM und dem ersten 
Gewinn. 

Aufgabe 22.11 

Begründen Sie, woran diese Strategie in der Praxis scheitert. 

Vom theoretischen Aspekt her ist diese Strategie trotzdem interes- 
sant. Anstatt den Einsatz bei Verlust jeweils zu verdoppeln, könn- 
te man ihn auch z.B. verdreifachen, vervierfachen,... oder aber 
auch um einen festen Betrag erhöhen. 

Wir wollen im folgenden annehmen, daß sich der Einsatz nach jedem 
Verlustspiel wie folgt verändert: 

= b „22 Ben a E + (22.22) 

(bei festen Koeffizienten a, beR, a, b20).
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Beginnt man jeweils mit dem Ersteinsatz 

E), = E 

so lautet der Einsatz E, im Falle a#1 nach k -1 aufeinanderfolgen- 

den Verlusten in expliziter Form: 

.k-1 b b 
BE Sa (E*r gg 02-1 

  (22.23) 
  

Aufgabe 22.12 

Überprüfen Sie Gleichung (22.23). 

Die Zusammenfassung der Einzelspiele vom Ersteinsatz E bis zum er- 

sten Gewinn nennen wir der Kürze halber im folgenden einen Satz. Um 

die Bilanz nach jedem Satz aufstellen zu können, müssen wir die Sum- 

me S, aller Einsätze bis zum k-ten Einzelspiel einer jeden Verlust- 

serie ermitteln. Es ist 

Ss, =E 

S =5S, +tE 
k+1 k K+l" 

(22.24) 

S. ist also die Lösung der folgenden Differenzengleichung erster 

    

  
  

Ordnung: 

_._Kk, b __b 

Stern Ti (22.25) 

Die zugehörige homogene Gleichung 

eye 

besitzt die allgemeine Lösung 

5, ® es (22.26) 

Die Inhomogenitätsfunktion 

K b b 
£(k) = a2" [Et oT Sei (22:27) 

zerlegen wir entsprechend dem Superpositionssatz (Satz 18.5) in die 

exponentiellen bzw. konstanten Bestandteile 

  

  

k b b 
a (E + —_T) und - 7-7: 

Aus (22.25) ergeben sich damit die Gleichungen: 

k b a 
Sy 5, =a*l(E + a 7) (22.28) 

_ b 
ScHi - S,. = 3-1 {22.29) 

Nach der Tabelle 18.1 besitzt (22.28) eine Lösung der Form 

Kk 
* = Sr ea 

Die Konstante C ergibt sich durch Einsetzen in (22.28): 

b ze+l 
a-l e 

_ k_ .K 
1 ce a a‘ (E + )
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Garen 
Also ist 

Pi 
Ser. (22.30 

Für (22.29) ergibt sich, ähnlich wie bei der Tilgungsgleichung, die 
spezielle Lösung: 

b 
  

    
  

    

  

  
  

At = —ks S+ k 3-7 (22,31 

Eine spezielle Lösung von (22.25) ist also: 

Fü b b Akko- * sk - . = . °% Kg Er RT 
Die allgemeine Lösung von (22.25) ist somit gegeben durch 

K 
= Karo a . b = b_ 5 -c+ Ce + ZT tE + oT) Ze 

Anpassung der Konstanten C auf den Anfangswert Ss; = E ergibt: 

1 b 
C=- «:E - — 

- 2 
al (a-1) 

k 
_ a, u Ss. lE Ber ST k ST (22.32 

Erfolgt der erste Gewinn nach dem n-ten Einzelspiel - besteht also 
der Satz aus n Spielen -, so steht dem kumulativen Einsatz 5 die 
Ausschüttung A, gegenüber. 

Aufgabe 22,13 

Begründen Sie: Ein Glücksspiel ist sinnvollerweise dann "fair" 
zu nennen, wenn 

a) bei der Gewinnwahrscheinlichkeit p = > (bzw. 5 4) die Aus- 

zahlung das Doppelte (bzw. Dreifache, Vierfache) des Einsat- 
zes beträgt, 

b) wenn allgemein bei der Gewinnwahrscheinlichkeit pP 

(mit O0<p=1) die Auszahlung das I -Fache des Einsatzes be- 
trägt. P 

Im Hinblick auf unser Strategieproblem wollen wir zunächst annehmen 

daß die Gewinnwahrscheinlichkeit + ist und die Auszahlung das Dop- 
pelte des Einsatzes ausmacht: 

  
  

A = 2E (22.33 n n 

Die Bilanz nach einem Satz der Länge n ist dann: 

B =A -5S =2E -S$S 
n n n n n 

ba Ta-2)+ı B, A ee (22.34) 

Plausibilitätskontrolle: Im eingangs betrachteten Fall mit a=2 und 
b=0 ist B, =E, unabhängig von der Satzlänge n.
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Im folgenden wollen wir den durchschnittlichen Verdienst D bei ei- 

ner gegen unendlich strebenden Anzahl von Sätzen berechnen. Die Wahr- 
n 

scheinlichkeit für einen Satz der Länge n ist (3 . Der durchschnitt- 

liche Verdienst ist somit: 

  

1 D = L.B = 
2% sun 

— 
n=l 

= es b.,,a (a-2)+1,n-2,._b 
2 (In Et aeT 3=1 * an =) (22.35) 

An dieser Stelle müssen wir eine Aussage über die Möglichkeit der 

Umordnung von Reihen heranziehen, die wir hier nicht beweisen wol- 

len. 

Riemannscher Umordnungssatz 

Die Reihenfolge der Glieder der unendlichen Reihe 

an 
1 "

M
s
 

kann genau dann ohne Veränderung des Reihenwertes umgeordnet 

werden, wenn die Reihe der zugehörigen Absolutbeträge konver- 

giert, wenn also eine reelle Zahl r existiert mit 

Bemerkung 

Daß die Umordnung von Reihen nicht unproblematisch ist, zeigt das 

folgende Beispiel: Es sei a,” l, b, =-1. Dann ist 

    

(a, +b,) + (a,+b,) Kurs (1-1) + (1-1) Hr... = 0#Hr0t... =0; 

doch 

2 fin, man Ih, Bi ie Be SL LE LAN Fer = 

= 1+0+0+... >= 1. 

Da das Umordnungskriterium im Hinblick auf die Glieder 3 2 T 

2 
n-l 

und —-{E + BE in (22.35) für 0sa<2 (asl) er- 
2 

füllt ist (beachte auch Aufgabe 18.8,b), folgt: 

    

  

  

© n-1l © 

Bi ne.
 n-2. 2 = 

n=1 2 \ä-2 n=1l 2 

b 1 SG a 2a, 1 b = ın_2 
= (E+ I): Ya -2a 4) + N Aa-n. 

a-1 a-l 2) 5 an „” &-l 2% og 

Nach dem Umordnungssatz können die nun verbleibenden Reihen wie 

folgt umgestellt werden: 

[ b get = a [ = ar! = EM 

Den (29 29 2,9 )* 
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+ 
  

b 5 n a 
de A, Bi 

Aufgabe 22.14 

Zeigen Sie: 

a) Die "geometrische Reihe ))q” hat für |q| <1 den Reihenwert 
© n=1 

n qg ! Si 1- 

n=1 4 

Hinweis: Aufgabe 4.1,a. 

oo 

b) Die Reihe Y} nq” nat für |q| <1 den Reihenwert: 
=ı 

nei (1-q)? 

Hinweis: Multiplikation der Reihe Jı ng" mit (1-q). 
n=1 

Bemerkung 

Ein anderer Weg zur Berechnung der Reihenwerte ist mit Hilfe der 
expliziten Darstellungen möglich; vgl. Aufgabe 20.2. 

Im Hinblick auf den durchschnittlichen Verdienst D erhalten wir das 
Ergebnis: 

  

  
    

  

a a 1 
_ b . A, R 2 _ 2 2 De (En) ger a Be TI 1 + 

2 2 2 

I 1 
b_, 2 2 _ 

* 377 a + 2 et = 0. 

2 2 

Wir fassen zusammen: 

Satz 22.3 

Bei einem Glücksspiel sei die Gewinnwahrscheinlichkeit p = 3 

und die Ausschüttung pro Spiel gleich dem Doppelten des Ein- 
satzes. Jeder Satz verlaufe vom ersten Setzen bis zum ersten 
Gewinn. Ist der Ersteinsatz jeweils durch 

E =E 
1 

und die weiteren Einsätze bei Verlust durch 

Ey, aE, +b (a=1) 

gegeben, so sind der Einsatz E, und die Summe der Einsätze Si 

für das k-te Spiel gegeben in (22.23) und (22.32). Die Bilanz 
nach einem Satz der Länge n ist  
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n-1l 
    - b „Br at 

Fa (m+ 5=T a-1l * (n2) a-1' 

Im Falle 0sa<2 und ar1l ist der durchschnittliche Gewinn: 

D=0 

Aufgabe 22.15 

Untersuchen Sie die in diesem Abschnitt diskutierte Fragestel- 

lung im Falle 

a) a=1; das heißt Eu4ı” E, +b, 

b) a>2. 

Aufgabe 22.16 

a) Untersuchen Sie die Abhängigkeit der Bilanzfunktion B, 

(=B la, bi E)) für festes n, b und E von der Variablen a. 

b) Untersuchen Sie insbesondere die in der Bilanzfunktion B_ 

auftretenden Funktionen 

n-1l 
a a-2)+1l 

er, 

(a-1) 

in Abhängigkeit von a. 

h,ta) = 

c) Zeigen Sie: 

g la) = a - (a +a um 8 +a+l) 

Aufgabe 22.17 

Untersuchen Sie das Strategieproblem im Falle der Gewinnwahr- 

scheinlichkeit p (O<ps1) und der Ausschüttungsquote: 

Ausschüttung = grfaches des Einsatzes. 

823 Mittelwerte und gleitende Durchschnitte 

Nehmen wir an, die Graphik in Abbildung 23.1 gibt die Preisentwick- 

lung eines Konsumgutes, in monatlichen Abständen gemessen, an. Für 

die am Markt beteiligten Gruppen stellt sich häufig die Frage, wie 

die Preisentwicklung weitergeht. 

Bei einer in den meisten Fällen wohl unangemessenen, sehr kurzfri- 

stigen Betrachtungsweise der Preisentwicklung könnte man auf die 

Idee kommen, die auf den beiden letzten Meßwerten beruhende Tendenz 

einfach linear zu extrapolieren (gepunktete Linie). Eine andere Mög- 

lichkeit besteht darin, einfach den letzten Meßwert als Schätzwert 

zu übernehmen (gestrichelte Linie). 

Dazu einen kleinen Vergleich. Im Hinblick auf die Wettervorhersage 

heißt es: Wenn man zum Zwecke der täglichen Wettervorhersage grund- 

sätzlich prognostizieren würde: "Das Wetter wird morgen so, wie es 

heute war", hätte man in etwa 75% der Fälle recht. Durch den- Ein- 

satz moderner meteorologischer Mittel gelingt es, diesen Prozent-
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      Abb. 23.1   
  T r T r T T 

2345678901723 k   0 

—
-
 

satz auf ca. 80 % zu verbessern. 

Eine der am häufigsten praktizierten Methoden besteht jedoch darin, 
als Prognosewert ein Mittel aus einer festen Anzahl vorhergehender 
Meßwerte zu wählen. Wählt man etwa das arithmetische Mittel der bei- 
den letzten Meßwerte, so erhält man den in Abbildung 23.1 strich- 
punktiert dargestellten Verlauf der Graphik. Die entsprechende Wei- 
terführung dieser Mittelbildung führt zur Folge der gleitenden Durch- 
schnitte & in bezug auf die ursprünglich gegebene Folge Ya! 

a: % + 
W 2 

Ei N '% 
2 2 

3 Fy 
Ei, = ee 33.1 k 2 

Der gleitende Durchschnitt d kann also als Schätzwert für Yezı an- 
gesehen werden. k 

Aufgabe 23.1 

Zeichnen Sie die durch (23.1) gegebene Folge der gleitenden 
Durchschnitte d, auf Transparentfolie in Abbildung 23.1 ein. 

Bei manchen Zeitreihen erscheint es als angemessen, nicht nur die 
beiden letzten, sondern die letzten drei, vier oder allgemein g 
(JgeN) Meßwerte zur Mittelbildung heranzuziehen. Das Analogon zu 
(23.1) lautet dann: 

1 
d == + + 

k g YWergsi Ye-g+2 

In (23.2) gehen alle g Meßwerte mit demselben Gewicht ı ein. Man 

try, ty) (23.2) 

nennt die rechte Seite von (23.2) das arithmetische Mittel der Werte 
y, ki Yu Gleichung (23.2) wird auch als g-gliedriger gleitender Sg 
Durehsehnitt bezeichnet. Der Wert von Yy-g+1 liegt jedoch im Vergleich 

zu dem "frischen" Wert Fr weit zurück. Bei vielen Problemen erscheint 

es deshalb angebracht, die neueren Werte stärker zu gewichten als 
die älteren, wie etwa in
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1=Y + 2'y too. rg ty 
& k-g+tl k-g+2 k 

dx ” 1+2+...r9 (23.3) 
  

oder allgemein mit den Gewichten Ms... 1 m (im; 20) in 

as Mi Yyogaı ? My" Yaogez Fr t Mair (23.4) 
ko m +m_ +...+tm " 

1 2 g 

Die rechte Seite von (23.4) bezeichnet man als das gewichtete oder 

gewogene arithmetische Mittel der Werte Ygiprr rt y„. Das zu Yu_g4i 

  

gehörende Gewicht ist nn: Die Summe aller Gewichte ist 

auf 1 normiert: 3 

a + "2 Hunt "g y 
m tet m, Mi, ta FM, My te. tm, 

Konsequenterweise nennt man d, in (23.4) den gewiehteten 9-gliedrigen 

gleitenden Durchschnitt in bezug auf die Folge Yar 

Bei der Bearbeitung von Aufgabe 23.1 fällt auf, daß der Graph der 

gleitenden Durchschnitte bei grob qualitativer Betrachtungsweise 

einen ruhigeren, "glatteren" Verlauf hat als der Graph der ursprüng- 

lichen Folge Ye Wir wollen im folgenden versuchen, diesen groben 

Eindruck etwas zu präzisieren. 

An Gleichung (23.1) läßt sich bereits das Wesentliche erkennen. Der 

gleitende Durchschnitt d,. ist das arithmetische Mittel von Ye und 

Yır Geometrisch ausgedrückt ist d, der Mittelpunkt des Intervalls 

ssrt und liegt somit insbesondere zwischen den Randpunkten Ye-ı 

und Yu: Insgesamt heißt das, daß für jeden Zeitabschnitt t die 

Punkte 

d day sag A 
1 72 t 

zwischen den Punkten 

Yor Yırcı Se 

liegen. Der aus der Anschauung gewonnene Eindruck des "glatteren" 

Verlaufs des Graphen der d. im Vergleich zum Graphen der Yx ist so- 

mit bestätigt. 

Was ist nun die charakterisierende Eigenschaft des Mittelpunktes S 

zweier vorgegebener Punkte P| und P,r die sich sinnvoll auf mehr 

als zwei Punkte P, (i=1,..., 9) übertragen läßt? 

ee En 4 

Wir stellen fest, daß sich die Vektoren S Pj und S P, genau dann ge- 

genseitig aufheben, wenn S der Mittelpunkt von P, und P, ist 

(Abb.23.2). 

ja
n 

Tr
, 

he)
 

t
L
l
o
 dJ

 

Abb. 23.2
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Allgemein definieren wir den Mittelpunkt der Punkte Preeer P, als 

denjenigen Punkt S, für den die Summe der Vektoren SP, Null wird: 

9 
— D5P,=0 (23.5) 

i=1 
Ein solcher Punkt existiert stets und ist eindeutig bestimmt durch 
die Bedingung 

1 
„er rv 

wo v die Ortsvektoren der Punkte pP, und Vs den Ortsvektor von $S 

darstellt (Abb. 23.3). 

tu..t vo) (23.6) 

    _— SPı = Vı=Vvs 

  Abb. 23.3 

Aufgabe 23.2 

Beweisen Sie, daß der durch (23.6) gegebene Punkt S die Bedin- 
gung’ (23.5) erfüllt. 

Liegen die Punkte Pjrer-, P, alle auf einer Geraden, so lassen sich 
— 

die Vektoren S P, als richtungsorientierte Abstände von S nach P, 

deuten. Bei Identifizierung des Punktes P mit seinem Abstand vom 
Nullpunkt ist dann 

— . 
SP. =5S-P.,. (23.7) 

1 ı 

Gleichung (23.6) nimmt in diesem Fall die Gestalt 

S= Lip #+...+P) (23.8) 
g 1 g 

an. 

In die obige Definition des Mittelpunktes gehen alle Punkte pP, 

gleichgewichtig ein. Häufig hat man sich die Punkte P; jedoch mit 

der Masse m, behaftet vorzustellen. Die Gesamtmasse ist dann 

M = m +rm, t...+ M (23.9) 

und der Anteil der Masse des Punktes P, an der Gesamtmasse 

. ‚m. 
ist —_ı 

M
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Der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt der auf den Punkten P, konzen- 

trierten Massen m, ist in Analogie zum Mittelpunkt (siehe oben) de- 

finiert als der Punkt $S, für den die Summe der gewichteten Vektoren 
_—> , 

ms P; Null wird: 

—- 

m -SsP, =0 (23.10) 
. E ı 
1 

Auch diese Gleichung definiert den Punkt S in eindeutiger Weise; 

mit den in (23.6) verwendeten Bezeichnungen ist 

  Ye = 2 + Ma A gt m ur (23.11) 

Im eindimensionalen Fall, wo alle massebehafteten Punkte P, auf ei- 

ner Geraden liegen, gilt entsprechend: * 

m. MM. Na 

S = nt tr "PB, +...+ "P, (23.12) 

Aufgabe 23.3 

Zeigen Sie, daß der durch (23.11) gegebene Punkt S die Bedingung 

(23.10) erfüllt. 

Die obige Definition des Schwerpunktes legt noch die folgende In- 

terpretation im Rahmen der Mechanik nahe: 

  

  
  

                      
  

SE 8 Fü Fe 
| | | 

m m| my mis‘ Mg 

Abb. 23.4 

An der (schwerelosen) x-Achse seien an den Punkten Preren Ps die 

Massen Moeeer N, angebracht. An welcher Stelle muß der Querbalken 

(hier die x-Achse) unterstützt werden, damit dieses System der mas- 

sebehafteten Punkte P, im Gleichgewicht ist? Die Summe der links- 

drehend wirkenden Dreiimomente muß dann gleich der Summe der rechts- 

drehend wirkenden Drehmomente sein. Nach dem Hebelgesetz ist dies 

genau dann der Fall, wenn 

j g 

vl) 
ı ı 

i=-1l 

das heißt, wenn 

m.-(P. -S), 
. _& i i 
i=j+tl 

9 
m -(s-Pp)=0 bzw. 

. 1 1 
i=1 

g m, 

Lmranı-n 
i=l 

Der Schwerpunkt ist also derjenige Punkt, bei dessen Unterstützung 

das System der massebehafteten Punkte P, im Gleichgewicht ist. 

Sowohl aus der geometrischen als auch aus der mechanischen Inter-
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pretation der Mittelbildung (23.8) bzw. (23.12) geht hervor, daß der 
Punkt S stets zwischen dem kleinsten und dem größten der P. ‚Werte 
liegt. 

Im Hinblick auf die gleitenden Durchschnitte in (23.4) können wir 
also formulieren: 

Satz 23.1 

Für jede Folge (vd jede Gliederzahl g, jede Gewichtsvertei- 

lung m se20r m, (m, 20) und jeden Zeitraum [k,..., k+t] liegen 

die Werte der gleitenden Durchschnitte 

  

d,, Auyırcer Ausg (23:..213) 

zwischen den Werten 

Yuzgas  E Vrge: (23.14) 

Genauer: Sindd . ,d Yo Y jeweils die Minima und Ma- 
mın max mın max 

xima der in (23.13) und (23.14) gegebenen Folgenausschnitte, so 
gilt: 

< 

Ymin ” 4 in 5 4 0 s Ymax 

Bemerkung 

Man kann natürlich einwenden, daß dieser Vergleich der y-Werte mit 

den d-Werten nicht fair ist, da die Anzahl der herangezogenen y-Wer- 
te die Anzahl der d-Werte um g-1 übertrifft. Je größer aber der be- 
trachtete Zeitraum |k, k + t] wird, desto weniger fällt diese "Vorlei- 
stung" der Yy; ins Gewicht. 

Wenn wir den Graphen der Folge f; in Abbildung 23.1 als die sprung- 

hafte Bewegung eines Punktes deuten, dann verläuft bei Projektion 

auf die y-Achse die Bewegung des Punktes, der zur Folge 4, gehört, 

"innerhalb" des Bewegungsspielraums der durch die Folge y gegebe- 
nen Punkte (Abb. 23.5). 

Aufgabe 23.4 

Beweisen Sie für die nach (23.2) gebildeten gleitenden Durch- 
schnitte d, die sogenannte Fortschreibungsformel 

Yı 

Amin 

Ymin 

  
    123456 789) 0 U 2 Kan. 35
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Y -yY._ 
d a. & k+l k-g+l1 

k+l k g 

Aufgabe 23.5 

Schreiben Sie ein Programm, das für eine beliebige rekursiv ge- 

gebene Folge Wi eine beliebige Gliederzahl g und eine belie- 

bige Gewichtung mit m jean m. die durch (23.4) gegebenen glei- 

tenden Durchschnitte berechnet. 

Versuchen Sie, im Rahmen der Möglichkeiten Ihres Computers den 

graphischen Verlauf der Folgen am Bildschirm oder Plotter (x, y- 

Koordinatenschreiber) wiederzugeben. 

Aufgabe 23.6 

Zeigen Sie ohne Differentialrechnung, daß der Mittelpunkt S 

zweier Punkte P, und P, derjenige Punkt ist, für den die Summe 

der Abstandsquadrate 

2 2 
(s-2,)" + (&-B,) 

einen minimalen Wert annimmt. 

wir verallgemeinern diesen Sachverhalt in 

Satz 23.2 

b) 

  
Beweis: 

m. 
1 

Auf der x-Achse seien die g Punkte Pıreren Fr gegeben. 

tifizieren die Punkte P; mit ihren Koordinaten.) 

a) Derjenige Punkt S, für den die Summe der Abstandsquadrate 

(wir iden- 

3 

A= » (s-P,) (23.15) 
i=1 

minimal wird, ist gegeben durch 

1 g 

3-2 2 P.- (23.16) 

i=1 

Es seien m.,..., m eR (m, 20) und M=m +m,+t...+M - Derje- 

1 g i 1 2 g 

nige Punkt, für den die gewichtete Summe der Abstandsquadrate 

= _—. wu B = 2, le) (23.17) 

i= 

minimal wird, ist gegeben durch 

9I m. 

= ; se (23.18) 
i=1 

Da a) durch die Spezialisierung 

=1 (L.= Iyassı 

aus b) hervorgeht, brauchen wir nur den zweiten Teil zu beweisen. 

Mit der Abkürzung
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P= d —.p 

d. M ı
M
a
 

i 1 

ist in (23.17) 

  
g m. 9 m 9 m 

i 2 “_ %; @ 4i,co2_l 
Be % mr 2 2 P,'S * 2% nn ı=ı i=1 i=1ı 

9 m. _ _ 

= N wP> -P?+ PB? -2-Ps + 5? - 
i=1l % 

9 m, 

= DW» pP? - P2ı (PB - 52 
Sn M i 
ı I 

2, 1% 2 2 — 2 Da 3) u P“ = P“ von S überhaupt nicht abhängt und da (P - S) 

r 1 > 

an. 

Aufgabe 23,7 

Zur Demonstration der glättenden Wirkung bei der Bildung von 
gleitenden Durchschnitten wollen wir einmal eine rekursiv gege- 
bene Folge anstatt, wie in diesem Zusammenhang meist üblich, 
einer empirisch gegebenen Folge untersuchen. 

Geben Sie die Folge der gleitenden Durchschnitte zu 

a Pe el 

b) Ka, FR, (aeR); Yo” 1 

in expliziter Form an. Wählen Sie dabei jeweils 

2 = 2 l.g = 2; Mi, = Ü, 5 

2. gem tm al; m el, 
ı 6'002 3° 3:72 

Zeichnen Sie die Schaubilder für die Fälle al und a?. 

&24 Das Verfahren von Heron 

Wir betrachten im folgenden die Aufgabe, für eine positi- 
ve Zahl a die Zahl Ja näherungsweise zu ermitteln. Die folgende 
geometrische Interpretation erweist sich als sehr hilfreich: 

Gesucht ist die Seitenlänge eines Quadrats vom Flächeninhalt a. 

Wir approximieren das gesuchte Quadrat wie folgt durch Rechtecke 
des Flächeninhalts a: 

1. Als erste grobe Näherung wählen wir die Seitenlängen x = l:
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und Ya 

Außer im (trivialen) Fall a = 1 sind die Rechteckseiten x, und 

Y, unterschiedlich lang. Wir verringern diesen Unterschied, in- 

dem wir die kleinere Seite vergrößern und die größere verklei- 

nern, ohne den Flächeninhalt des Rechtecks zu verändern. Konkret 

wählen wir als eine der neuen Seiten das arithmetische Mittel 

von x, und y,: 

„NıtYı 
Y, 2 

Die zugehörige Seite x,ist dann 

a 
Bu 

Y, 

Dieses Ausgleichungsverfahren wird nun sinngemäß fortgesetzt. 

Sind etwa, für k21, die Seiten y, und a, * a gegeben, so er- 

gibt sich als neue Seitenlänge: Yx 

L a -ı a 24. 
Yk+1 2 (Yx 'y 

2 

Die zugehörige Seite Born schreiben wir im folgenden nicht mehr 

explizit auf, da sie sich zwangsläufig aus Pe und dem Flächen- 

inhalt a ergibt. 

  

    
    
    

(3,02/2,98) 
3,4/2,647) 

1,8) 
1) 

Abb. 24.1 

Gleichung (24.1) ist eine nichtlineare Differenzengleichung mit der 

konstanten, aber numerisch im allgemeinen unbekannten Lösung 

y-9ja. 
K 

Aufgabe 24.1 

a) Stellen Sie das Heron-Verfahren im Flußdiagramm dar. 

b) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur näherungsweisen Er- 

mittlung von Ya. Der Eingangsparameter a ist dabei flexibel 

zu halten. 

Trotz der großen Anschaulichkeit der geschilderten Vorgehensweise 

sind noch einige implizit gemachte Annahmen zu überprüfen. 

Aufgabe 24.2 

Zeigen Sie: 

a) Für das geometrische Mittel Ya'b und das arithmetische Mit- 

atb 

2 
  tel zweier positiver reeller Zahlen a und b gilt stets:
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Ya»-b s == 

b) Für a21 gilt mit Y,,, aus (24.1) 

a 
y 2 ya und s ya 
in Yar1 

Für asl gilt: 

Y s ya und a Ya 
k+1 

  

iv
 

e) Für a21 gilt: 

Ye+1 = Y. 

Für as1 gilt: 

Yarı Ir 

d) Die durch (24.1) und Y. = a gegebene Folge mt, konver- 
giert stets. en 

e) lim y, ® Ya 
ka 

f) Die durch (24.1) und einen beliebigen Anfangswert y_ > 0 ge- 

gebene Folge (y.) konvergiert stets. d 

Eine naheliegende direkte Verallgemeinerung des oben für die Qua- 
dratwurzel gegebenen Heron-Verfahrens stellt die folgende Rekur- 

sionsgleichung zur Bestimmung von Yä (men) dar: 

3 - u Yan „(im Dy, + =) (24.2) 
Ye 

Aufgabe 24.3 

Interpretieren Sie die Gleichung (24.2) geometrisch. 

Hinweis: Quader des Volumens a im m-dimensionalen Raum R", 

Aufgabe 24.4 

a) Stellen Sie einen Algorithmus zur näherungsweisen Bestim- 

mung von Wa auf. 

b) Setzen Sie den Algorithmus in ein Computerprogramm um.
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VI WACHSTUMSPROZESSE IN REKURSIVER DARSTELLUNG 

$25 Vorbemerkungen zur Frage der Begriffsbildung; Abgrenzung der behandelten 

Problemkreise 

Die im folgenden zu diskutierenden Wachstumsprozesse werden ausnahms- 

los anhand rekursiver Gleichungen eingeführt. Es sind also Prozesse, 

denen formal gesehen Differenzengleichungen zugrunde liegen, wie wir 

sie bisher auch schon betrachtet haben. Allerdings werden wir es 

verstärkt mit nichtlinearen Gleichungen zu tun haben. Die Verwen- 

dung des Terminus "Wachstumsprozeß" ist darauf zurückzuführen, daß 

die speziellen im folgenden darzustellenden rekursiven Gleichungen 

im Verlaufe der Konstruktion mathematischer Modelle besonders in 

den Wirtschafts-, Sozial- und Naturwissenschaften entstehen. Obwohl 

das Anwendungsspektrum der rekursiven Prozesse weit allgemeiner ist, 

werden wir eine primär biologisch gefärbte Sprech- und Bezeichnungs- 

weise verwenden. Wir hoffen, daß dies der Entwicklung einer konkre- 

ten Anschaulichkeit zuträglich ist. Die Übertragung auf nichtbiolo- 

gische Wachstumsprozesse ist vielfach unschwer möglich und eröffnet 

häufig interessante Interpretationsfragen in dem entsprechenden An- 

wendungsgebiet. 

Den Träger des Wachstumsvorganges bezeichnen wir grundsätzlich als 

Population (Bevölkerung). Diese kann tatsächlich die menschliche Be- 

völkerung eines Landes, eines Erdteils, einer Stadt oder auch der 

ganzen Welt sein. Der Begriff "Bevölkerung" kann aber auch eine 

Tierpopulation, eine Algenmenge, ein im Laborversuch zu untersuchen- 

des Präparat (Hefepilzkultur, chemische Substanzen) oder eine wirt- 

schaftliche Größe (Sozialprodukt, Lohn, Guthaben) bedeuten. Der 

Wachstumsprozeß findet im Verlaufe der Zeit statt. Wir denken uns 

eine gewisse Zeitspanne, etwa das Zeitintervall von 0 bis Tinn 

gleich große Abschnitte der Dauer At eingeteilt: 

t 

  

0 Kt 2At 3At 4At .. (k—1)At kAt (k+1)At.., T=n- At 

0123 4 Ki kkıl n 
Abb. 25.1 

Die Größe der Population zum Zeitpunkt t bezeichnen wir kurz mit B,- 

(Wer mag, kann die Größe B, auch einfach als Bestand zum Zeitpunkt 

t deuten.) Gelegentlich ist es günstiger, einfach die Nummer des 

Zeitpunktes zu verwenden. Dann schreiben wir B, * Die Indices k und 

t sind durch die Gleichung 

t = kat bzw. k = (25,1) &E 
At 

miteinander verbunden. Da t und k (bzw. t+At und k+1) jeweils 

denselben Zeitpunkt beschreiben, ist stets 

Br “ Bi, und Beine - ea 

Die Veränderung des Bevölkerungsbestandes beim Übergang vom Zeit- 

punkt t zum Zeitpunkt t + At ist durch die Größe
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BB, FE Bio "Be (bzw. AB, := B.4ı 7 Bu) 

gegeben. Dieser Nettozuwachs bzw. Nettoschwund setzt sich aus reiner 
Zugängen, die wir am folgenden als Geburten bezeichnen wollen, und 
reinen Abgängen, im folgenden Sterbefälle genannt, zusammen. Die für 
uns zentrale Grundgleichung jedes biologisch gedeuteten Wachstums- 
prozesses lautet: 

Bes =B, + 5. 5, (25.2) 

6, steht für die Geburten, Sk für die Sterbefälle beim Übergang von 

kzuk+1l bzw. von t zu t+At., 

Die Funktionen k—>G6G, bzw. k —>S, nennen wir auch die Geburtenfunk- 

tion bzw. die Sterbefunktion des Wachstumsprozesses. 

Diese biologische Interpretation ist natürlich nur für 

G, 20 und S, 20 (25.3) 

sinnvoll. Die Größe 

AB, = Bu. “ B. (= G.” S,) (25.4) 

bezeichnen wir im folgenden grundsätzlich als (Bevölkerungs-)Zuwachs, 
selbst wenn aB, negativ sein sollte. Neben diesem Zuwachs wird je- 

der Wachstumsprozeß durch eine Fülle von charakteristischen Größen 
beschrieben, deren Bezeichnung in der Literatur allerdings sehr un- 
einheitlich und gelegentlich nicht einmal selbtkonsistent ist. 

Aufgabe 25.1 

Wie viele Begriffe lassen sich aus den Bestimmungswörtern 

Wachstums-, Reproduktions- und Zuwachs- 

und den Grundwörtern 

„rate, -quote, -faktor, -quotient, -koeffizient, -index, 
-geschwindigkeit und -intensität 

bilden? 

Im Hinblick auf die Bewertung eines Wachstumsprozesses ist neben dem 
absoluten Zuwachs AB, besonders auch der auf das vorhandene Bevölke- 

rungsvolumen bezogene relative Zuwachs 

Bye (25.5) 

(für B. *0) von Bedeutung. Obwohl uns zur Bezeichnung dieser Größe 

der Begriff "Zuwachsintensität" gut geeignet erscheint, wollen wir 
doch die zwar verwaschenere und abgegriffenere, aber stärker ver- 
breitete Bezeichnung (relative) Zuwachsrate verwenden. Entsprechend 
wird mit 

G 

9, :3 5 die Geburtennate (25.6) 
B, 

und mit 

5% 
sn die Sterberate 25.7)
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beim Übergang vom Zeitpunkt k zum Zeitpunkt k+1 bezeichnet. Aus 

(25.2) folgt sofort 

b, = 9 7 5+ 
(25.8) 

Den in der Gleichung 

Be41 = B, + AB, = (1 +b,)"B, (259) 

auftretenden Faktor 

ws | +b, 
(25.210) 

bezeichnen wir als Wachstumsrate. Für die Wachstumsrate gilt offenbar, 

falls B. «0 ist: 

Bes1 

k B. 

Wir wollen diese Bezeichnungen nun auf die Zeitvariable t übertra- 

gen. Die Grundgleichung lautet dann 

Bert = B, + G, = SL: (25.112) 

Der Zuwachs im halboffenen Zeitintervall [t, t+ at) ist 

AB, = Borat -B,-» 
(25.12) 

Ein Maß für die Schnelligkeit des Zuwachses ist durch die Größe 

AB, 

23 (= Zuwachs in der Zeit At) (25.13: 

gegeben. Obwohl auch diese Größe in der Literatur gelegentlich als 

wachstums- oder Zuwachsrate bezeichnet wird, werden wir sie der 

Deutlichkeit halber im folgenden Zuwachsgeschwindigkeit nennen. 

Da ein Zuwachs von 1000 Individuen im Zeitintervall [E; t +At) für 

eine Population aus 10 000 Individuen weit mehr bedeutet als etwa 

für eine Population von 1 000 000 Individuen, ist ein geeignetes Maß 

für die Dynamik des Wachstums einer Bevölkerung offenbar nicht al- 

lein die in (25.13) gegebene Zuwachsgeschwindigkeit, sondern der 

Quotient aus Zuwachsgeschwindigkeit und Populationsgröße. Wir be- 

zeichnen daher mit 

  

AB, 

At t b. = Be (25.14) 
t B, StB, 

die relative Zuwachsrate der Population bei Verwendung der Zeitvari- 

ablen at. Diese Definition ist konsistent mit (25.5), da bei Ver- 

wendung der Zeitvariablen k die Intervallänge at durch 1 zu erset- 

zen ist. Bei der Übertragung t—k und at —1 geht (25.14) in 

(25.5) über. Als Kurzfassung können wir uns merken: 

Zuwachsrate = absoluter Zuwachs pro Zeitdauer und 

Populationsgröße 

(= Pro-Kopf-Zuwachsgeschwindigkeit) 

Aus (25.14) erhalten wir die mit (25.9) übereinstimmende Rekursions- 

gleichung 

Beant = BF B,+b, at = (1 +b,+Aat)-B,. (25413) 

Entsprechend (25.11) definieren wir die Wachstumsrate als den Quo-
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tienten aus neuer und alter Populationsgröße, bezogen auf das durch- 
laufene Zeitintervall At: 

  

Besst 

B B 
t =; PTRENE 

Wr = a = B, "At (25.16) 

Hieraus folgt: 

Berge © Betwgde (25.17) 

Ein Vergleich mit (25.15) ergibt: 

wat = 1 + b, At 2.1.8) 

Auch diese Gleichung ist konsistent mit (25.10). Die größere Bedeu- 

tung kommt, vor allem im Hinblick auf den möglichen Grenzübergang 

At — 0, dem Begriff der Zuwachsrate b. ZU; 

Der Vollständigkeit halber ergänzen wir noch: 

G t 
I. * B, At (Geburtenrate) (25.19) 

Ss 
we m (Sterberate) (25.20) 

t B, At t 

Aus der Grundgleichung (25.11) wird bei Verwendung dieser Bezeich- 
nungen: 

B B, + gu äteB, - 5, "äteB, (25.21) t+At re 

Wir halten für das folgende fest: 

Satz 25.1 

Beim Übergang von der Zeitvariablen k zur Zeitvariablen t sind 
die Bestandgrößen 

Bu % und 5. (bzw. Byır 41 und 541) 

jeweils durch 

B£, G, und 5 (bzw. Beyarr Ser und Scrae) 

zu ersetzen, während die Raten 

Br Gr Sk und W 

jeweils durch 

b,*At, g,rdt, Ss, »At und w.st   zu ersetzen sind. 

Das Wachstum verschiedener Populationen beeinflußt sich häufig gegen- 
seitig (Räuber-Beute-Beziehung zwischen Hasen und Füchsen, Konkur- 

renz zwischen Füchsen und Luchsen bei der Hasenjagd usw.). Dennoch 

gibt es einen großen Komplex von Wachstumsprozessen, wo sich eine 
isolierte Population unabhängig von Interaktionen mit anderen Popu- 

lationen entwickelt. Wegen dieser Bedeutung einerseits und der 
leichteren Zugänglichkeit andererseits werden wir uns deshalb zu- 

nächst mit dem Wachstum isolierter Populationen beschäftigen. Im 
Sinne des grundlegenden naturwissenschaftlichen Prinzips der Tren-
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nung von Einflußfaktoren bei komplexen Vorgängen ist die Behandlung 

isolierter Populationen auch für die Diskussion interagierender Po- 

pulationen von Bedeutung. 

Das Wachstum einer Bevölkerung kann von inneren (endogenen) Merk- 

malen wie z.B. Fruchtbarkeit und Sterblichkeit einer Population 

oder auch von Äußeren (exogenen) Faktoren wie z.B. Kapazitätsbe- 

schränkung durch Nahrungsmittel- oder Raummangel, Erreichung eines 

sättigungsgrades in der Versorgung mit bestimmten Waren geprägt sein. 

Wir haben den Eindruck, daß die endogen erklärten Wachstumsvorgänge 

eher in der Biologie, die exogenen eher in den Wirtschaftswissen- 

schaften auftreten. Natürlich gibt es starke Überlappungen, beson- 

ders bei komplexeren Wachstumsprozessen. Die Reinform endogener oder 

exogener Beschreibung beschränkt sich nur auf die einfachsten Mo- 

delle. 

Wir beginnen im folgenden mit der Diskussion vorwiegend endogen er- 

klärten Wachstums. Des weiteren nehmen wir zunächst an, daß die be- 

trachteten Populationen in sich homogen sind. Wir vernachlässigen 

also insbesondere solche Aspekte, die sich möglicherweise durch 

Fluktuationen in der Alters- und Geschlechtsstruktur einer Bevölke- 

rung ergeben. 

Alle in diesem Kapitel entwickelten Modelle für Wachstumsprozesse 

sind deterministischer Natur. Die Berücksichtigung von zufallsbe- 

dingten Einflußfaktoren ist einer tiefergehenden Analyse der Wachs- 

tumsprozesse vorbehalten. 

826 Einige Typen vorwiegend endogen erklärter Wachstumsprozesse 

von isolierten Populationen 

Einige wichtige Wachstumsprozesse haben wir bereits ausführlich 

diskutiert, so z. B. den durch die Gleichung 

Ya "WB 
(26.1) 

beschriebenen Prozeß. Für A = 1+p mit O<p<1l und B> 0 kann 

(26.1) etwa als Anwachsen eines mit 100-p% verzinsten Spargutha- 

bens bei konstanter periodischer Einzahlung B gedeutet werden. Für 

B<-p'y) entspricht die Gleichung einem Tilgungsvorgang. Für 

-p'y,®B <0 kann man (26.1) als das Abfischen in einem Fischteich 

ohne Reduktion des ursprünglich gegebenen Fischbestandes interpre- 

tieren ("Erntevorgang"). Im ersten Falle waren die "Geburten"- und 

die "Sterbefunktion" gegeben durch 

  

G, = (A-1)'y, + B; 5. =0 
(2642) 

Im zweiten und dritten Fall wäre 

G, (A-1)-y, und 5, = |B|- (26.3) 

Beim Tilgungsvorgang haben wir es mit einem negativen "Zuwachs" 

Ay, zu tun, also mit einer Abnahme des Bestandes, hier der Rest- 

schuld. In den beiden anderen Fällen ist der Zuwachs positiv. Die 

Geburtenrate ist dabei stets konstant: 

G 
k 

g, = -A-1l 
k Yx 

Die Sterberaten werden bei wachsendem y,„ immer kleiner:
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= el 
k Y. 

  

Als unglücklicher Umstand ist anzusehen, daß die konstante Sterbe- 
funktion B des Tilgungsprozesses im Finanzwesen als Tilgungsrate be- 
zeichnet wird. Da B die Tilgung pro Zeiteinheit angibt, wäre im 
Sinne der hier verwendeten Terminologie von Tilgungsgeschwindigkeit zu 
sprechen. Das entspräche durchaus auch der natürlichen Anschauung, 
da für B<B* bei gleichem Anfangsdarlehen und gleichem Zinssatz der 
durch B* gegebene Tilgungsprozeß schneller beendet ist als der 
durch B beschriebene Vorgang. 

Bekannte Spezialfälle des durch (26.1) gegebenen Wachstumsprozesses 
erhält man für 

B = 0: Zy * Ay, (geometrische Folge) 

A=1: ng, ®* B (arithmetische Folge). Yerı 

Auch in anderen Wachstumsmodellen wird die Geburtenrate - wie in 
(26.1) - als eine Konstante der Population angesehen, die sich also 
insbesondere nicht mit der Populationsgröße verändert. Das charak- 
teristische Beschreibungsmerkmal der im folgenden zu behandelnden 
Wachstumsfunktionen wird also meist die Sterbefunktion S. sein. 

[26.1] Freies Wachstum und Tilgungswachstum 

In einem der einfachsten Modelle nehmen wir an, daß neben der Ge- 
burtenrate auch die Sterberate konstant ist. Es sei also 

g, 79 = konstant für alle k, und 

(26.4) 
s„5- konstant für alle k. 

Nach den Definitionen (25.6) und (25.7) bedeutet das 

G, = g'B, (26.5) 

S. = s‘B, (26.6) 

und somit 

Boy =B, + 9-B, = SB, = (1 +g9-5)°B,- (26.7) 

Aus der Konstanz von Geburten- und Sterberate folgt, daß auch die 
Zuwachsrate konstant ist: 

b=9g-s (26.8) 

Die Lösungstfolgen von (26.7) sind geometrische Folgen mit der 
Wachstumsrate 

w=1+g-s=1+b (26.9) 

als konstantem Quotienten aufeinanderfolgender Folgenglieder. Als 
explizite Lösung dieser zu den einfachsten Typen gehörenden Diffe- 
renzengleichung haben wir in Satz 7.1 die durch 

k 
B. =wB, (26.10) 

gegebene Folge kennengelernt. 

Da die Zuwachsrate b = g-s durch keine Einflußfaktoren "gestört" 
wird, spricht man bei diesem Wachstumsvorgang auch von einem
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unbehinderten oder freien Wachstum. Auf Grund der expliziten Darstel- 

lung (26.10) heißt dieses Wachstum auch noch geometrisches oder euwpo- 

nentielles Wachstum. 

    

Be i 

Iw = 1,5 a eu 

/ Pi „vahl 

/ R4 Pa 

/ f vw 
‘ Pr; e 

/ Pr 
ei 

nd 

/ 7 er „Ww=1,05 

£ “ ei > Pr us 

Ir. u 
IL 2 we 

B; = EEE 

\N un... 

Fu mu nn. = 0,95 
N SL -S 

w=05Tn.__ eg = 0,8 
bb. 26. = 4 oremesen 

Abb 26.1 77377 5: 6 78 I RU R BULK 

Aufgabe 26.1 

Die folgende Tabelle gibt die Bevölkerungszahlen und Zuwachs- 

raten einiger Länder im Jahre 1970 an. Erstellen Sie unter Ver- 

wendung eines Computers oder Taschenrechners für jedes Land 

eine Liste mit den Einwohnerzahlen für die Jahre 1970, 1975, 

1980, 1985, 1990, 1995, 2000 (unter der Annahme, daß die Zu- 

wachsraten konstant bleiben). 

  
  

  

  

Einwohnerzahl 1970 Zuwachsrate 

Land in Millionen in Hundertsteln 

Volksrepublik 

china 760 1,6 

Indien 540 2,3 

USA 205 # 

Brasilien 93 3 

Mexiko 50 358 

Tab. 26.1 
          

Für das Tilgungswachstum, das sachlich eng mit dem freien Wachstum 

verknüpft ist, wie wir in $ 3 gesehen haben, wollen wir ein weite- 

res Beispiel geben. 

Die Schlankheitskur 

Der Energieverbrauch eines Menschen setzt sich aus dem sogenannten 

Grundumsatz zur Aufrechterhaltung der Körperfunktionen und dem "zu- 

sätzlichen Energiebedarf" zusammen. Bei leichter körperlicher Ar- 

beit, z.B. bei Lehrern, beträgt der zusätzliche Bedarf etwa 4000 

Kilojoule (kJ) pro Tag. Der tägliche Grundumsatz hängt vom jewei- 

ligen Körpergewicht ab. Als grobe Regel gilt: Pro Kilogramm Körper- 

gewicht sind für den Grundumsatz ca. 100 kJ zu veranschlagen. Für
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diejenigen, bei denen die letzte Kur schon länger zurückliegt: 
1 Kilokalorie entspricht 4,2 Kilojoule. 

Ein 80 kg schwerer Lehrer hat also, bei gleichbleibender körperli- 
cher Belastung,einen täglichen Energieverbrauch von 

80°100 kJ + 4000 kJ = 12 000 kJ. 

Allgemein: Verbrauch bei W Kilogramm Körpergewicht, in kJ: 

W-100 + 4000 

Soll das Körpergewicht reduziert werden, so kann dies nur dadurch 
erfolgen, daß die tägliche Energiezufuhr durch die Nahrungsmittel 
geringer ist als der Energieverbrauch. Eine Einsparung von ungefähr 
25 000 kJ führt zu einem Abbau von 1 kg Fettgewebe. Entsprechendes 
gilt auch für den Aufbau von Fettpolstern. Wird bei einer Schlank- 
heitskur täglich eine feste, unter dem individuellen Verbrauch lie- 
gende Energiezufuhr von Z kJ durchgehalten, so beträgt die vom mo- 
mentanen Gewicht abhängige tägliche Energieeinsparung: 

(w, -100 + 4000) - 2 

W. ist das Gewicht in kg am k-ten Tag der Kur. 

Die Gewichtsreduzierung am k-ten Tag beträgt daher, in kg: 

1 
35000 m, 100 + 4000 - 2) 

Der Verlauf des Körpergewichts während der Kur wird somit durch die 
folgende Differenzengleichung beschrieben: 

= -_ tt _. . = Wi 9,7 35000 (100-W, + 4000 - 2) 

49 z - 4000 
Mr © 250". * 35000 

Die tägliche Energiezufuhr ist hierbei eine frei vorgebbare, aber 
konstante Größe. Die gefundene Differenzengleichung ist also vom 
Typ der Tilgungsgleichung, deren Lösung nach Satz 7.1 in Abhängig- 
keit vom Anfangswert W; folgendermaßen lautet: 

k . _ 2-4000, , ‚249 2. - 4000 
Mi, 10 +7 

Ein Beispiel mit konkreten Werten: 

Ein 90 kg schwerer Lehrer führt zwei Wochen lang eine 8000-kJ-Diät 
durch. Sein Gewicht im Laufe der Kur beträgt somit, in kg: 

k _ .,249 
W. = 50 Sn) + 40 

Nach Ablauf der zwei Wochen hat er dann das Gewicht, in kg: 

14 
_ . 1249 L 

W4 = 50 (559) + 40 = 87,3 

Die vierzehntägige Kur hat ihm also eine Gewichtsreduzierung von 
2,7 kg eingebracht. 

Literatur: Ulrich Klever, Kalorien-Joule-Kompaß, Gräfe und Unzer 
Verlag, München.



$ 26 Endogen erklärtes Wachstum von isolierten Populationen 201 

B6.2] Logistisches Wachstum 

Die Annahme, daß die Sterberate und somit bei konstanter Geburten- 

rate auch die Zuwachsrate konstant seien, läßt sich offenbar nur für 

begrenzte Zeiträume aufrechterhalten. Bei steigender Populations- 

größe kommt es zu Nahrungsmittelknappheit, Raumnot, Streß durch "Ge- 

dränge" und ähnlichen die Sterberate beeinflussenden Phänomenen. 

Im folgenden Modell wird deshalb angenommen, daß die Sterberate Ss, 

proportional zur Populationsgröße sei: 

3, ® m-B, (m: Mortalität) (26.11) 

Die Zahl der Sterbefälle im Zeitintervall k- k+1) ist dann gleich 

S s,"B 
2 

TB, 7m Ber 
(26.12) 

und die Grundgleichung dieses Wachstumsprozesses lautet: 

2 
Bad SB tr gb, To meB, 

2 
Buy = (1+g)-B, = meB, (26.13) 

Aufgabe 26.2 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm, das die durch (26.13) 

gegebene Folge für variabel vorzugebendes g und m, ausgehend 

von einem Anfangswert Bor iterativ ausdruckt. 

b) Stellen Sie einige der Folgen graphisch dar. 

Bei Verwendung der Zeitvariablen t statt k nimmt (26.13) die folgen- 

de Gestalt an: 

Bere "Bet 0 
mit: 

G = gät-B, 

SL = s,"AtB, = m-B, -AtB,. 

Es ist also: 

KB, = Bu "“* B, ® (g-At - m-B,"At)°B,, 

und die Zuwachsgeschwindigkeit beträgt: 

SR, 2 
_— - -m- . = gq- - m .1 
RE (g-m B,) B, g BL m-B, (26.14) 

Der folgende Trick mag dem Anfänger zwar unmotiviert erscheinen, er 

zählt aber zu einem gewissen methodischen Standardrepertoire, das 

im Verlaufe der intensiveren Beschäftigung mit derartigen Differen- 

zengleichungen durchaus natürlich erscheint. Wir setzen 

nl. 2, ® B. (26.15) 

Dann ist die Zuwachsgeschwindigkeit für 2, nach (26.15) 

  

Zi ° 3 _ Berat B; _ B, = Bryae 
. +B 

dt at at Berat &
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2 -9-B, + m-B 
un a ge ÜE y 1 = t t (26.16) 
At dt B,,1r Br Busse Br 
  

Für jeden festen Zeitpunkt t, und immer kleiner gewählte und schließ 

lich gegen Null strebende Zeitintervalle At nähert sich B, +At bei 
; : ; % z 0 

kontinuierlichem Wachstum dem Wert B, an, in Zeichen: 

lim B =B » 
At—0 torät to 

Unter der Annahme eines sehr kleinen Intervalls At ersetzen wir somit 
näherungsweise den Wert von B, se durch B, .„ Da dies für jeden fe- 

sten, aber beliebigen Zeitpunk® t, durchgeführt werden kann, erset- 

zen wir im folgenden allgemein B durch B,» Gleichung (26.16) 
geht dann über in: De 

12, -g°B, + m-B,? 
CT 2 lg Wr 

B t 
E 

Also ist 

Zeyae * 2, 7 gJrät-z, + mh. (26.17) 

In der Darstellung durch die Zeitvariable k nimmt diese Gleichung 
die Form der Tilgungsgleichung an: 

Zu 2, 2, +m= (1-9)2, + m (26.18) 

Für eine von Null verschiedene Geburtenrate g lautet ihre explizite 

Lösung in Abhängigkeit vom Anfangswert 20 nach (7.6): 

k 
k 1-(1-g) = - & n 26,19 2. (1-g) 2, = g m ( ) 

Unter der Voraussetzung, daß das Zeitintervall At sehr klein ist, 

kann 

  B_ = u 
k k k g-(1-g)" + (1-(1-g) Im-B, 

beziehungsweise mit 5 = g"B, und Ss,” m'B, 

© B, = Pl (26.20) 

(1-g)*lg-s,) t 3, 

als Näherungslösung der nichtlinearen Differenzengleichung (26.13) 

angesehen werden. 

Für Geburtenraten im Bereich 0 <g<2 und für k—» erhalten wir 

1-90 und 8,.— 4. (26.21) 

Der durch die iterative Auswertung in Aufgabe 26.2 gewonnene Ein- 

druck, daß sich die Populationsgröße einer festen oberen Schranke 

nähert, ist also bestätigt. Diese obere Schranke 

Keg (26.22)
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heißt die Kapazität der Umwelt für die Population B,- 

  

Bi 

800+ JRIHEEIEFOFREREREN _ 
— 

Pa 
fi 
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Y B, = 20 
4007 £ 

/ 
f 

Pr 
+ + 100 se 

BoloZ, 0,0057 477 pp 
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Das durch (26.13) definierte Wachstum nennt man logistisches Wachstum. 

Aufgabe 26.3 

Zeigen Sie im Hinblick auf den durch (26.13) gegebenen Wachs- 

tumsprozeß: 

a) Für B, <K 
qg » 
u ist W. 5 

" 

2: g # 
b) Für B,? K m ist w< Ins 

Aufgabe 26.4 

In leichter Verallgemeinerung des durch (26.11) bzw. (26.13) de- 

finierten Modells sei die Geburtenrate eines Wachtumsprozesses 
- 

gegeben durch 9,79 * g9°B, (statt bisher g, * konstant = g). 

Dabei seien g und 9 feste, reelle Koeffizienten. Die Sterberate 

laute S,. (m + m’B,) (statt bisher a m-B,) mit den festen, 

reellen Koeffizienten m und m. 

a) Zeigen Sie, daß der Wachstumsprozeß trotz des formal allge- 

meineren Ansatzes der Geburten- und der Sterberate ebenfalls 

vom Typ des logistischen Wachstums ist. 

b) Bestimmen Sie die Kapazitätskonstante K dieses Wachtumspro- 

zesses. 

[26.3] Ertrag, Phasenkurve, Gleichgewicht 

Ist die betrachtete Population ein Erntegut, z.B. ein Waldbestand, 

in dem regelmäßig Holz geschlagen wird, oder ein Fischbestand, der 

abgefischt wird, so kann der Zuwachs 

AB, = Besae ” Br 

als derjenige Anteil des Bestandes angesehen werden, der ohne "Sub- 

stanzverlust" der Population entnommen ("geerntet") werden kann. 

Unter gewissen ökonomischen Aspekten ist man daran interessiert,
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diesen Ernteertrag zu maximieren. Da der Ertrag bei vorgegebener 
Geburten- und Sterberate und fester Intervallgröße At nur von der 

Populationsgröße B, abhängt, stellt sich die Frage, bei welchem 

Bestand der Ertrag am größten ist. 

Im Falle des freien Wachstums (B, = wB,) wächst oder fällt der 
Ertrag pro Zeiteinheit +1 

iB = witlg - wiB = we.B +-(w-]1) 
k Ö 0 0 

monoton mit k. 

Interessanter ist die Sachlage im Falle des logistischen Wachs- 

tums (26.14) 

AB = -B = g-ät:B - mrat'B?. 
t t t E Bert 

Da der absolute Ertrag ab bei fester Intervallgröße At genau dann 

am größten ist, wenn die Zuwachsgeschwindigkeit 

4B 
_—t 
At 

am größten ist, wollen wir der Einfachheit halber die Abhängigkeit 

der Zuwachsgeschwindigkeit von der Populationsgröße untersuchen. 

Der Funktionsgraph der gesuchten Abhängigkeit ist nach (26.23) bei 

m>0 eine nach unten geöffnete Parabel, die durch Subtraktion der 
Funktion 

= . —_ . 2 g-B, - mB, (26.23) 

2 
B,—— m-B, y-g'x 

von der Funktion 16+ S 

B,?7 g’B, 

y-gx1— mx 
gewonnen werden kann. bzw.: 

Aus Gleichung (26.23) folgt @:-g-B—m-B 

a Erlen, ]. 81 y=m'x? 

At t t 

Die Zuwachsgeschwindigkeit 

ist also gleich Null für 
_ . - 8 

B, 0 und für B, m 14 « E 

Aus Symmetriegründen O| 100 400 800 x=B 
(siehe Kurve) liegt die 

maximale Zuwachsgeschwin- Abb. 26.3 

digkeit in der Mitte die- 

ser beiden Werte, also bei 

    
E89 1 

= 2« = 2» 26. naeh (26.24) 

Die Ernte weist also beim logistischen Wachstum dann den maximalen 
Ertrag auf, wenn der Bestand gerade die Hälfte des Kapazitätswer- 

tes einnimmt. 
AB 

Die Darstellung der Zuwachsgeschwindigkeit -E in Abhängigkeit vom 

Bestand B,r wie sie in Abbildung 26.3 für den Spezialfall des lo- 

gistischen Wachstums erfolgt ist, heißt auch das Phasenbild des
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AB 

Wachstumsprozesses. Der Kurvenpunkt (B,r pe) heißt der Phasenpunkt. 

Er wandert mit der Zeit entlang der Phasenkurve. 

Im behandelten Beispiel wandert der Phasenpunkt für Bestände zwischen 

0 und P im Verlauf der Zeit auf dem Kurvenstück vom Ursprung O über 

den Scheitel S zum Punkt P. Denn für derartige Bestände ist AB, >0, 

also B »B,. Ist die Abszisse des Phasenpunktes größer als |OP|, 
t+At 

so ist der "Zuwachs" beim Übergang von t nach t + At negativ, das 

heißt Boist <B,r und der Phasenpunkt wandert von rechts auf P zu. 

In den Punkten O und P ist der Zuwachs gleich Null. Ist etwa B. =0 

oder B, = |OP|, so £olgt B, „ aer Bey ame" ae A Fr alle 

neN. Man sagt, der Wachstumsprozeß befindet sich im Gleichgewicht. 

Bei kleinen Auslenkungen des Phasenpunktes aus der Gleichgewichts- 

lage können die folgenden Fälle auftreten: 

1. Die darauffolgenden Abweichungen 

von der Gleichgewichtslage kon- ABı 

vergieren stets gegen Null. Erz 

Dies ist in Abbildung 26.4 für 
den Gleichgewichtspunkt P an- 

gedeutet. Man spricht dann von 

einem stabilen Gleichgewicht. 

2. Die weiteren Abweichungen von 

der Gleichgewichtslage konver- 
gieren nicht immer gegen Null. 

Dies ist in Abbildung 26.4 für 

den Gleichgewichtspunkt O an- 

gedeutet. Ein solches Gleich- 

gewicht nennt man labil. o R p 

Abb. 26.4 I   
In Abschnitt [27.3] werden wir allgemeine Kriterien für die Art von 

Gleichgewichtslagen kennenlernen. Wir werden insbesondere in Aufga- 

be 27.10 sehen, daß für logistisches Wachstum der Punkt P in Abbil- 

dung 26.4 genau dann ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist, wenn 

die Geburtenrate gdie Bedingung g < 2 erfüllt. 

Aufgabe 26.5 

Bei der Computer-Simulation eines Wachstumsprozesses durch ein 

von der Planung her entsprechend (26.13) logistisch angelegtes 

Modell wurde ein Eingabefehler gemacht. Statt die Konstanten 

g positiv bzw. -m negativ einzugeben, wurden die Vorzeichen 

vertauscht: 9<0O und -m>0. 

Drucken Sie eine Wertetafel aus und stellen Sie den Wachstums- 

prozeß im (t, B,)-Koordinatensystem dar. Zeichnen Sie die Pha- 

senkurve und diskutieren Sie die Gleichgewichtslagen. 

Aus Gründen, die Sie verstehen werden, wenn Sie das (t, B,)- 

Schaubild gezeichnet haben, nennt man dieses Wachstum auch 

explosives oder hyperexponentielles Wachstum.
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Aufgabe 26.6 

Dem logistischen Wachstum lag eine nichtlineare Differenzen- 
gleichung vom folgenden Typ zugrunde, siehe (26.13): 

2_ EN = 0, (26.25) 

a, a, sind fest gewählte, reelle Koeffizienten. 

a) Untersuchen Sie die Frage, ob die Gesamtheit aller Lösungs- 
folgen dieser Gleichung einen reellen Vektorraum bildet. 

b) Untersuchen Sie, ob sich die Lösungsgesamtheit der Gleichung 

. 2 = Yun + a Fa F, b (beR, br#0) (26.26) 

entsprechend dem Sachverhalt bei linearen Differenzenglei- 
chungen aus der Lösungsgesamtheit von (26.25) und einer spe- 
ziellen Lösung von (26.26) zusammensetzt. 

[26.4] Wachstum bei Selbstvergiftung 

Durch Stoffwechselvorgänge erzeugen die Individuen einer Population 
Abfallprodukte. Die Abfälle verseuchen dann den Lebensraum der Po- 
pulation und beeinflussen so die Sterberate. Wir wollen im folgenden 
den Fall untersuchen, daß sich die Abfallprodukte nicht im Laufe 
der Zeit abbauen, wie es z.B. bei einigen Kunststoffprodukten der 
Fall ist. Dann hängt die Abfallmenge A, zum Zeitpunkt k (k21) von 

der Gesamtheit aller Individuen ab, die bis zum Zeitpunkt k-1 
(einschließlich) gelebt haben: 

A, = A, (Bor Bireee, B,_,) 

Für den Anfangswert gelte: 

A, = 0 

Im folgenden Modell wird angenommen, daß die Abfallmenge A, propor- 

tional zur Summe aller Individuen ist, die bis zum Zeitpunkt k-1 
(einschließlich) gelebt haben: 

A, = vo(B,+B, ct B._,)e (26.27) 

Yo ist eine positive reelle Konstante. Also ist 

Rn = A, + YB,s (26.28) 

Die Sterberate S. sei ihrerseits proportional zur Abfallmenge A: 

Ss,“ VA (26.29) 

v ist eine positive reelle Konstante. Daraus folgt die Sterbe- 

funktion 

5. Su.-B, ® Yu’a, "DB, . (26.30) 

Die Grundgleichung dieses Wachstumsprozesses, für den wieder eine 
konstante Geburtenrate g angenommen wird, lautet somit: 

Ber "BE +50 5 

B = B, + 9*B K+1 k -s,*B, = (1 +g)B, = VA, *B, (26.31) k k Kk
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= (1l+g)-B, = V "VolBo+tBj +... B )-B (26.31) 
Bx+1 1 1 a 

Aufgabe 26.7 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur iterativen Bestimmung 

der jeweiligen Populationsgröße B, in Abhängigkeit vom An- 

Die Parameter g, v, und v, sollten dabei vari- 
fangswert B 0 1 0° 

abel eingebbar sein. 

b) Stellen Sie einige der Folgen graphisch dar. 

Bemerkung: Als Differenzengleichung gesehen ist (26.31) nichtlinear. 

Sie besitzt auch keine feste Ordnung. 

Wir wollen nun den Übergang zur Zeitvariablen t durchführen. Glei- 

chung (26.28) kann so interpretiert werden, daß der Zuwachs BA, pro 

Zeiteinheit proportional zur Populationsgröße B. ist. Bei der Über- 

tragung auf die Zeitvariable t (Einheit At) bedeutet dies: Die Zu- 

wachsgeschwindigkeit des Abfalls ist proportional zur Populations- 

größe: 

BA, 
7° vo’Bt (26.32) 

Daraus folgt 

Arspe = Ar + VorötB.. (26.33) 

Durch Aufsummieren erhält man: 

vo'dt- (Bo +B +B ke 2: tt Bex-1)- at) (26.34) 
Ay = Arne” 

Die Bedingung "Die Sterberate ist proportional zur Abfallmenge" 

führt nun zur Gleichung 

s, = v.*A (26.35) 
t 1 E" 

Die Grundgleichung des Wachstums lautet somit nach (25.21): 

B = B,. # GL -5 
t+At t E 

Bernt = BL + g’At-B, - s,."dt'B, 

Berat = (1 +g*ät)-B, - v‚"A,at’B, (26.36) 

Mit (26.34) erhalten wir die Gleichung 

2 
Bernt = (1+gAt)-B,-v, "vo" (At) "BotByet*Be_ ae) B,-» (26.37) 

Für den Zuwachs der Population B, folgt aus (26.36) und (26.33): 

4B, = grät-B, = vyA,ratı B, 

aA AA 
E 

AB, = g’At vo"st = YyrAr dt gt 

) (26.38) 
t 

1 _ N 
AB = Yg (g AA, VjAy-AA, 

In dieser Gleichung ist der Populationszuwachs AB, unter anderem 

auch in Abhängigkeit vom Zuwachs AA, des Abfalls dargestellt. Wenn
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wir die einzelnen Populationszuwächse 

bBor BByer BB, yerseen BB, 4r [6) r 

zu B, addieren, erhalten wir das Gesamtvolumen der Population B, 

Gleichung (26.38) eröffnet also die Aussicht, daß möglicherweise 
ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Populationsgröße B, und 

dem Gesamtabfall A, herstellbar ist. Die Chance, einen solchen Zu- 

sammenhang zu finden, liegt nach den obigen Bemerkungen in der ge- 
trennten Aufsummierung der um B, erhöhten linken und rechten Seiten 
von Gleichung (26.38). 

Die Summe der linken Seiten ergibt dann 

  

Bo 28, ae Bo + BBg HAB, +root BB, 06 = Be- (26.39) 

Die entsprechende Summe der rechten Seite ergibt 
k-1 

a I.(g: au age . T:=B, + 2, s KA, ne Eh (26.40) 

das heißt, 

g = v] k-1 
T= vo DR) Ir DA. MArn ae: (26.41) 

0 oO j=o 
wir berechnen Eursgehse 

-1 

ä DAy.ge = (Ape TAgdtlAz.ge ApedteootlA, — Ar_ye) 

TI. = A, - A, =A (26.42) 

Die Aufsummierung der Terme u re in (26.41) ergibt: 

=i 
en 1 % 

u = Ar.ae" A; "= Ay.ne Arssıyar Ar.ae) 

k-1 , 
ug 2, VA re "A (26.43) 

Da die Abfallmenge monoton steigt, vergrößert sich der Wert von T, 

wenn man den Term A, .,r "Alzyıy.ye Qurch Aanar ersetzt. Als 

oberen Schätzwert für T, erhalten wir dadurch den Wert 

k=1 
Mo 2 Be 22 _n?2_,32 
Tg 2, Marmor Ai .ne) F Arne Ag = Ar» 125,44) 

Der Fehler F bei dieser Abschätzung ist 

k=1 = 
- 2 ala “ _ ” 

Fo = (Arssıyeae Ar-ae Alisıyar) " 2 Arisıyar Mirat 
i=0 i=0 

k-1 
Fr (A, At AR, a BR, .4t 

i=0 

k-1 z 

E: 2 Berg u a,
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Mit dem Wachstum der Population B, ist auch das Wachstum der Abfall- 

menge ein kontinuierlicher Vorgang. Für sehr kleine Werte von At 

wird dann auch der Zuwachs AA, , + sehr klein. Vernachlässigt man den 
2 

gegenüber dem Term A, une ron verschwindend kleinen Term BA.) 

so erhält man als Schätzwert für den Fehler F näherungsweise: 

k=1 

Fo- 2 Bean Ara ” Ta 
i=0 

Andererseits erhält man T, offenbar als Differenz der oberen Schran- 

ke T, und des Fehlers F: 

T,=-T,-P=T,oT, 

Also ist 

: ti 5 tu? m #5 A (26.45) 

Einsetzen von T; und T, in (26.41) ergibt 

1 2 T=B + -A - A 
0 ö t av, t 

Insgesamt erhalten wir das Ergebnis: 

v 
B, = Bo * ut u (26.46) 

0 0 

Aufgabe 26.8 

Führen Sie die entsprechenden Überlegungen zur Darstellung von 

B, in Abhängigkeit von A, im Falle einer beliebigen Anfangs-Ab- 

fallmenge A, (an Stelle von An = 0) durch. 

Auf Grund der Definition von 9, V, und v, sind die Konstanten = 

v 
0 

und = ebenfalls positiv. 

0 

Die Kurve der Abhängigkeit der Variablen B, von der Variablen AL 

(Abb. 26.5) ist also eine nach unten geöffnete Parabel. Auch diese 

Kurve nennt man eine Phasenkurve des WachstumsprozeSseS. 

  
    

Bı 

Bmax 1 
vı 2 

Tv nt 

B, 

nes A 
Abb. 26.5
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Aufgabe 26.9 

a) Interpretieren Sie die in Abbildung 26.5 gegebene Phasenkurv 

b) Bestimmen Sie die maximale Abfallmenge Ana in Abhängigkeit 
von B_. “ o 

©) Bestimmen Sie die maximale Populationsgröße B in Abhängig: 
keit von B,- max 

Bemerkung 

Unter etwas anderem Blickwinkel kann man auch die Abfallgröße A, al: 

eine Population ansehen, die ein gewisses Wachstumsverhalten auf- 
weist. In diesem Sinne sind A, und Bı zwei sich gegenseitig beein- 

flussende Populationen, und die Diskussion des Wachstums mit Selbst- 
vergiftung weist bereits in die Richtung des Wachstums von inter- 
agierenden Populationen. 

Aufgabe 26.10 

Geben Sie die Geburten- und die Sterbefunktion bezüglich des 
Wachstums von A, an. 

827 Einige Typen vorwiegend exogen erklärter Wachstumsprozesse 
von isolierten Populationen 

[27.1] Sättigungswachstum 

Besonders bei ökonomischen Wachstumsprozessen ist häufig die Annah- 
me plausibel, daß das Wachstum einem Sättigungswert zustrebt. So 
ist etwa der Bestand und Zuwachs von gewissen Gebrauchs- und Haus- 
haltsgegenständen (Auto, Rundfunk- und Fernsehgeräte, Kühlschrank, 
Telefon) vom Versorgungsgrad der Abnehmer mit diesen Gütern abhän- 
gig. Die relativ niedrigen Preise am Markt für Haushaltselektronik, 
besonders Rundfunkapparate, spiegeln einen hohen Sättigungsgrad 
wider. Nicht zuletzt um diesen abgesättigten Marktbereich zu ver- 
lassen, bemühen sich die Hersteller, scheinbar völlig neuartige Ar- 
tikel auf den Markt zu bringen. 

Bei derartigen Wachstumsvorgängen ist häufig die Annahme plausibel, 
daß die Zuwachsrate proportional zum noch freien "Marktpotential" 

S:= B, 

bei fester Sättigungsgrenze S ist. Das heißt: 

AB, 

AtB_ = Er(S-B,) (c>0) (27.1) 

Die Umformung in 

aB, 2 

ee * (c-S - eB,)B, u cS-B, - eB, (27.2) 

zeigt im Vergleich mit (26.14), daß das Sättigungswachstum in bezug 
auf die rekursive Beschreibung des Wachstumsprozesses mit dem lo- 
gistischen Wachstum identisch ist, obwohl ersterem eine exogen und 
letzterem eine endogen orientierte Beschreibung der Wachstumsmecha- 
nik zugrunde liegt; beim Sättigungswachstum: Abstand von der von 
außen vorgegebenen Schranke S; beim logistischen Wachstum: Propor-
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tionalität zwischen Sterberate und Populationsgröße. (Die "Popula- 

tion" ist hierbei das in Rede stehende Wirtschaftsgut!) 

Bis auf die Herstellung des Zusammenhanges zwischen der Sättigungs- 

grenze S und der aus dem logistischen Wachstum abgeleiteten Kapazi- 

tätsgrenze K erübrigt sich also die weitere Untersuchung des Sätti- 

gungswachstums. 

Aufgabe 27.1 

Stellen Sie den soeben beschriebenen Zusammenhang zwischen Sät- 

tigungsgrenze S und Kapazitätsgrenze K her; zeigen Sie: 

K=-Ss 

Aufgabe 27.2 

Zeigen Sie, daß die Rekursionsgleichung (26.14) des logistischen 

Wachstums auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 

AB, K-B, 

TE 7 g:B,' K 
(27.3) 

(K: Kapazitätsgrenze, Sättigungsgrenze). 

K-B 

  

  

Deuten Sie das Verhalten des Faktors für sehr kleine Po- 

pulationsgrößen und für solche Werte von Br die in der Nähe von 

K liegen.Beschreiben Sie die Wirkung des rechts in der Klammer 

stehenden Faktors auf den Term gB, in (27:3]s 

[27.2] Sättigungswachstum mit Schwellenwert 

Beim Sättigungswachstum bzw. logistischen Wachstum hängt die Wachs- 

tumsrate von der konstanten Geburten- und der linearen Sterberate 

ab; siehe Abbildung 27.1: 

    

AB, 
b, = = =q- m-B, (27.4) 

7 _y- mBı 

a Fe a oT __y= g=konst _ u 

Abb. 27.1   

ee x = Br 

Je kleiner die Population ist, desto größer ist die Wachstumsrate. 

Bei extrem kleinen Populationen ist in diesem Modellansatz die ver- 

schwindend kleine Sterberate vernachlässigbar, und das Wachstum ver- 

läuft in diesem Bereich fast exponentiell. 

Diese Konsequenz aus den Modellannahmen des logistischen Wachstums 

befindet sich nicht im Einklang mit einer Fülle von beobachteten 

Wachstumsvorgängen. Es scheint häufig eher so zu sein, daß es eine 

Schwelle T gibt, bei deren Unterschreiten die Population ausstirbt. 

Im konkreten Beispiel kann dies etwa bedeuten, daß ein Produkt zu 

wenig verbreitet ist und wegen des damit verbundenen zu geringen 

Bekanntheitsgrades vom Markt verschwindet. Bei Tierpopulationen
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kann es z.B. bedeuten, daß geschlechtsreife Individuen wegen der 
geringen "Populationsdichte" keinen Partner für die Fortpflanzung 
finden. 

In Aufgabe 27.2 haben wir gesehen, wie das durch 

AB 

beschriebene exponentielle Wachstum durch den Multiplikationsfaktor 
ale B. 

K 

ze K praktisch konstant wird. 

  ) so beeinflußt wird, daß es in der Nähe der Kapazitätsgren- 

Aufgabe 27.3 

a) Skizzieren Sie das Schaubild einer monotonen Funktion 
y = £(x), die für x<T negativ, für x=T Null, für x>T po- 
sitiv ist und für x— » gegen 1 strebt. 

b) Zeigen Sie, daß die Funktion 

nt 
yix) = = 

diese Eigenschaften besitzt. 

Stellen Sie y(x) als die Summe zweier aus dem Mathematikun- 
terricht wohlbekannter Grundfunktionen dar. 

Fügen wir nun dem durch (27.3) beschriebenen logistischen Wachstum 
noch den Faktor 

. (27.5)   

hinzu, so erhalten wir einen Wachstumsprozeß, dessen Zuwachsge- 
schwindigkeit 

    

AB K-B B,=-1% Eu 5 t, t 
"49 B. K 5, (27.6) 

unterhalb der Schwelle T negativ ist. Die Population erleidet also 
für B,<T einen Schwund und stirbt schließlich aus. Für B, =T stag- 
niert das Populationswachstum, und für sehr große Werte von B, im 

Vergleich zu T nähert sich das Wachstumsverhalten dem des logisti- 
B. =’T 

B 
t 

Das durch (27.6) beschriebene Wachstum nennen wir Sättigungswachs- 
tum oder logistisches Wachstum mit Schwellenwert. 

  schen Wachstums, denn der Term nähert sich dem Wert 1. 

Aufgabe 27.4 

a) Stellen Sie die Gleichung (27.6) des Sättigungswachstums mit 
Schwellenwert in Abhängigkeit von der Zeitvariablen k in der 
rekursiven Form dar: 

Be ” x (8,1 

b) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur iterativen Bestimmung 
der Werte B, des Sättigungswachstums mit Schwellenwert, aus-
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gehend von einem Anfangswert Bo* Der Anfangswert und die Pa- 

rameter g, m und T sollten dabei variabel eingebbar sein. 

c) Stellen Sie einige Wachstumsfolgen graphisch dar und verglei- 

chen Sie die Ergebnisse mit denen aus Aufgabe 26.2, insbeson- 

dere bei gleichen Werten für g und m. 

Aufgabe 27.5 

a) Begründen Sie, daß die Abhängigkeit der Zuwachsgeschwindigkeit 

AB AB 
t : ri ; t ; . 

At von der Populationsgröße BL im (B,r ne )-Diagramm beim 

Sättigungswachstum mit Schwellenwert durch eine Parabel wie- 

dergegeben wird. 

b) Skizzieren Sie den Verlauf der Parabel in einem derartigen 

"phasenbild". 

27.3] Abhängigkeit der Zuwachsrate von der Populationsgröße; Linearisierung 

Die Zuwachsrate ist unabhängig vom Typ des Wachstumsprozesses nach 

(25.14) definiert als 

SB, 
b, = Be (27.7) 
  

Die bisher diskutierten Wachstumstypen sind somit charakterisiert 

durch die folgenden Zuwachsraten: 

a) freies (geometrisches, exponentielles) Wachstum: 

  

DB, = b = konstant (27.8) 

b) logistisches Wachstum nach (26.14): 

D, =qg- m-B, (9, m>0) (27.9) 

c) explosives (hyperexponentielles) Wachstum nach Aufgabe 26.5: 

D, =-g + m-B, (g, m>0) (27.10) 

d) Wachstum mit Selbstvergiftung nach (26.37): 

b. = 9-v,v.1B, + BB. FB, de tert Buy oA J=AE (27.12) 

e) Sättigungswachstum mit Schwellenwert nach (27.6): 

g en g 
D, =x *IK-B,t B- ) mit K = = (27.222) 

Die Umformung von (27.12) in die Form 

= -m . Iys 
b, (g-m B,) + (m B,) T (27.13) 

zeigt, daß sich für festes B, und T— 0 die Zuwachsrate der des 

logistischen Wachstums annähert. Für festes T und B,—o nähert 

sich b, der wesentlich vom logistischen Wachstum bestimmten Grenz- 

zuwachsrate 

B. = (a-mB,) + men (27.14)
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an. 

Die Funktionsschaubilder der entsprechenden Abhängigkeiten sind für 
die Diskussion des qualitativen Wachstumsverhaltens sehr aufschluß- 
reich. 

b 

Wachstum bei Selbstvergiftung 

    

   

  

hyperexponentielles Wachstum 

  

  

    Sätti i ättigungswachstum mit Schwellenwert Abb. 27.2   
Aufgabe 27.6 

Bestätigen Sie die Richtigkeit der obigen Umformung (27.13) 
aus (27.12). 

Aufgabe 27.7 

Diskutieren Sie die Abhängigkeit der Zuwachsraten b, von der 

Populationsgröße B, unter Berücksichtigung des zeitlichen Ab- 

laufes (Bewegungsrichtung des Kurvenpunktes (B,rb,) im Verlau- 
fe der Zeit). 

Aufgabe 27.8 

Diskutieren Sie in Analogie zum logistischen Wachstum mit Schwel- 
lenwert das hyperexponentielle Wachstum mit Schwellenwert, vgl. 
Aufgabe 26.5. Vervollständigen Sie Abbildung 27.2 durch die ent- 
sprechende Kurve der Zuwächsrate im (B,. b,)-Phasendiagramn, 

Abbildung 27.2 zeigt deutlich die nichtlineare Abhängigkeit der Zu- 
wachsrate bi, von der Populationsgröße B, im Falle des Sättigungs- 

wachstums mit Schwellenwert oder des Wachstums bei Selbstvergiftung. 
Die algebraische Behandlung derartiger nichtlinearer Abhängigkeiten 
ist häufig sehr aufwendig oder überhaupt nicht möglich. Um das Ver- 
halten des Wachstumsprozesses in der Nähe eines festen Punktes (B, b)



$27 Exogen erklärtes Wachstum von isolierten Populartıonen er 

  

diskutieren zu können, ersetzen wir die von den Punkten (Br b,) ge- 

bildete Phasenkurve in der Nähe von (B, b) durch eine "möglichst gut 

passende" gerade Linie, eine Tangente; siehe Abbildung 27.3. 

Bx 
    

  

Abb. 27.3 | / 

Die Abweichung der Populationsgröße B, vom Wert B sei mit B, bezeich- 

net: 

B. = B. -B 
(2%. 15) 

Das Ersetzen der Phasenkurve durch ihre Tangente hat zur Folge, daß 

in der Nähe des Punktes (B, b) näherungsweise Proportionalität zwi- 

schen den Größen b,-b und B, besteht. Es sei 

DB. -b = B'B,- (27.16) 

Die Proportionalitätskonstante ß ist gerade die Tangentensteigung. 

Es sei nun B_ ein Wert in der Nähe von B. Für Br4ı gilt dann nähe- 

k 

rungsweise 

Bu = (1 +b,1-B, = (1+b +8-B,)B,- 

Daraus folgt mit (27.15): 

Bes ® B+tb-B+Bß-B’B, +B, +b-B, +B-B, "B, (27.17) 

Da B, in der Nähe von B liegt, ist die Abweichung B, klein, und wir 

vernachlässigen den gegenüber den linearen Termen dann verschwin- 

dend kleinen quadratischen Term BB, "B, » Es folgt: 

Be B+b-B+ (l+b+Bß-B)-B, (27.18) 

Diese Linearisierung ist besonders in der Nähe von Gleichgewichts- 

zuständen, also für b = 0, von Interesse. Aus (27.18) wird dann: 

Be41 = (1 +BeB)-B,; 
(27.29) 

Aufgabe 27.9 

Beschreiben Sie das qualitative Verhalten der Abweichungs-Folge 

B, in der Nähe eines Gleichgewichtspunktes (B, b) in Abhängig- 

keit von der in (27.16) definierten Proportionalitätskonstan- 

ten ß. 

Aufgabe 27.10 

a) Zeigen Sie: Der Gleichgewichtspunkt mit B = 2 im logisti- 

schen Wachstum ist genau dann stabil, wenn 0=g <2 ist.
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b) Überprüfen Sie dieses Ergebnis anhand einiger Computer- 
läufe. 

Aufgabe 27.11 

Diskutieren Sie die Art des Gleichgewichts an den Stellen T (un- 
tere Schwelle) und K (Kapazitätsgrenze) beim Sättigungswachstum 
mit Schwellenwert. 

Mit der in diesem Abschnitt dargestellten "Linearisierungsmethode" 
wollen wir abschließend noch den Sachverhalt untersuchen, daß die 
Zuwachsrate b,von B,_,und nicht, wie in Abbildung 27.3 dargestellt, 

von B, abhängt. 

Es sei also 

b, = EB.) (27.20) 
In der Nähe eines Gleichgewichtspunktes B der Population B, erset- 

zen wir wieder den Funktionsgraphen von f durch seine Tangente und 
erhalten mit der Proportionalitätskonstanten (= Tangentensteigung) ß: 

b, = BB, _, mit Be 

Hier ist zu beachten: Im Gleichgewicht ist b = £f(B) = 0. 

Für Bey ergibt sich dann näherungsweise: 

Biss = (1 *b,)"B, = (1 + B®B, ;1°(B, »B) 

Daraus folgt nach Streichung des in der Nähe von B verschwindend 
kleinen Terms BB _, Br: 

Ba a FRBE, u 
beziehungsweise: 

Bunn - Bez - (BB) B, =0 (27,21) 

Ein typisches Anwendungsfeld für die oben postulierte Abhängigkeit 
der Zuwachsrate DB, vom Populationsbestand Bu der Vorperiode stellt 

in den Wirtschaftswissenschaften die Theorie der induzierten Inve- 
stitionen dar, auf die wir im Kapitel VII (S$ 34 - 36) näher eingehen 
werden. 

Aufgabe 27.12 

Bestimmen Sie die Lösungsgesamtheit der linearen homogenen Dif- 
ferenzengleichung (27.21). 

$28 Zwei interagierende Populationen 

Häufig beeinflussen sich die. Wachstumsprozesse zweier oder mehrerer 
Populationen gegenseitig. Im folgenden betrachten wir zwei Popula- 
tionen, deren Bestandsgrößen mit B, und R, bezeichnet seien. Im Hin- 

blick auf mögliche Wechselwirkungen zwischen diesen Populationen 
sind rein kombinatorisch die folgenden Fälle denkbar: 

a) Jede Population beeinträchtigt das Wachstum der anderen Popula- 
tion (Konkurrenz). Dies ist etwa dann möglich, wenn zwei Tier- 
arten von derselben Nahrungsquelle leben.
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b) Jede Population begünstigt das Wachstum der anderen Population 

(Symbiose). 

c) Die eine Population (B,) begünstigt das Wachstum der anderen (RD; 

andererseits behindert R. das Wachstum von B,* Letzteres ist als 

Räuber-Beute-Verhältnis deutbar mit: 

B, = Bestand an Beute 

R, = Bestand an Räubern 

Der Fall, daß eine der Populationen überhaupt nicht durch die an- 

dere beeinflußt wird, läßt sich im Rahmen der Diskussion isolierter 

Populationen behandeln. 

[23.1] Räuber-Beute-Systeme (Modellbeschreibung) 

wir wollen annehmen, daß das individuelle Wachstumsverhalten der 

Beutepopulation in Abwesenheit der Räuber vom logistischen Typ sei: 

b == :9g49- m-B, (mit 9, m>0) (28.1) 

k 

während sich die Beutepopulation sehr gut ohne die Räuber entwickeln 

könnte, seien die Räuber jedoch auf die Beutepopulation als Nah- 

rungsquelle angewiesen. In Abwesenheit der Beute sei die Zuwachs- 

rate der Räuber also negativ. Die innerspezifische Konkurrenz wir- 

ke sich wie folgt auf die Zuwachsrate aus: 

r = 

R 
2% 

k R 
k 

Das reale Wachstum der Beutepopulation wird nun um so stärker be- 

schnitten, je mehr Räuber vorhanden sind. Die Verminderung der in- 

dividuellen Zuwachsrate b. der Beute (28.1) sei proportional zur 

=-h- q"R, (mit h, q>0) (28.2) 

Anzahl der vorhandenen Räuber. Diesen Modellannahmen wird durch die 

folgende Beschreibung der Zuwachsrate B. Rechnung getragen: 

b. = 5 = g - m-B - u'R (28.3) 

Hier ist u> 0 eine feste, reelle Proportionalitätskonstante. 

Je mehr Beute vorhanden ist, desto besser sind die Vermehrungschan- 

cen für die Räuber. Ihre Zuwachsrate wird durch einen positiven Sum- 

manden erhöht, der proportional zur Größe der Beute ist: 

r =: = -h- GR, + vB, (28.4) 

3 

Auch v> 0 ist eine feste, reelle Proportionalitätskonstante. 

Durch naheliegende Umformungen erhalten wir die Grundgleichungen: 

B 
k+l 

R 

e = ” -_ . 2 _ . * (1 + D,) B. (1+g) B. m B. u B, R, (28.5) 

= - ö - @:R? SB. % 
Et (1 el R, = {I -h) R, q R,/ + v B, R, (28.6) N
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Bemerkung 

Rein arithmetisch betrachtet, können Bo41 und Res auf Grund von 

(28.5) und (28.6) auch negative Werte annehmen. Dies wäre im Rahmen 

einer biologischen Interpretation jedoch nicht sinnvoll. Genaugenom- 

men nehmen Ber und Res also im Rahmen obiger Modellvorstellungen 

jeweils das Maximum aus den sich durch (28.5) bzw. (28.6) ergebenden 

Werten und der Zahl Null an. 

Die Gleichungen (28.5) und (28.6) lassen die folgende Interpretation 
zu: Je größer B. bzw. R, ist, desto wahrscheinlicher ist, bei fest 

vorgegebenem Areal, eine Begegnung zwischen einem Räuber und einem 

Beutetier. Die Anzahl der gefressenen Beutetiere ist nach (28.5) 

proportional zur Anzahl BR, der "Begegnungsmöglichkeiten" zwischen 

Räuber- und Beutetieren. Noch anders ausgedrückt: Die Anzahl urB,"R, 

der gerissenen Beutetiere ist sowohl zum Bestand der Beute als auch 

zur Zahl der Räuber proportional. 

Aufgabe 28.1 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur iterativen Berechnung 

der Werte B. und Ru ausgehend von festen Anfangswerten B, 

und Ro® Die konstanten Parameter g, m, u, h, g, v und die 

Anfangswerte sollten bei jedem Programmablauf frei wählbar 

sein. 

b) Stellen Sie die rekursiv ermittelten Werte in einem gemein- 
samen Schaubild graphisch dar (B, Achse = R,-Achse]. 

c) Vergleichen Sie den qualitativen Verlauf des Schaubilds 

aus b) mit dem auf empirisch gewonnenen Daten beruhenden Dia- 

gramm in Abbildung 28.1. 

  160 IT 0TTTTTT1TITTIgr 

      

140- — Schnee A] 

S 120F ne i 
2100, ] 
& Sr ri | 

or | \ h 2 

40 r\ r AN er fi r IN ; 

20 j\ ; \ Ah / VEN FH 
oL Hub N, a NE 
1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935 

Zeit (Jahre) 

Abb. 28.1 

Populationszyklen des Luchses und seiner Hauptbeute, des 
Schneehasen, in Kanada. Die Ordinate gibt die Zahl von Fellen 

an, die an die Hudson Bay Gesellschaft verkauft wurden 

(nach MacLulich, D.A., 1937, University of Toronto Studies, 

Biology Series, Nr. 43) 

d) Stellen Sie die rekursiv ermittelten Werte in einem B. RI= 

Koordinatensystem graphisch dar.
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Im folgenden wollen wir untersuchen, wann die Zuwachsraten der Beu- 

te bzw. der Räuber positiv, negativ oder gleich Null sind. Aus 

(28.3) und (28.4) 

b,> 0 — 

2,7 0 — 

Die 

R.< 

R„< 

folgt: 

a
l
r
 

ei
r -(g-m-B,) 

(-h+v°B,) 

  

      
  

(28.7) 

(28.8) 

Darstellung dieses Sachverhalts im (Bu R,)-Koordinatensystem 

    
  

  

    

  

      
  

ist besonders aufschlußreich (Abb. 28.2) 
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7 Abb. 28.2 Y   
[28.2] Gleichgewichtszustände in Räuber-Beute-Systemen 

Aus Abbildung 28.2 lassen sich bereits wichtige Informationen über 

Gleichgewichtszustände entnehmen. Wir unterscheiden die Fälle: 

Busı 7 (für k=k,): 

=B 
K Ko 

Entsprechendes sei für die Räuberpopulation vereinbart. 

temporäres Gleichgewicht 

B (für k = Kol: stationäres Gleichgewicht 

1. Temporäres Gleichgewicht der Beutepopulation 

Die Bedingung B = B, (für k =K,) hat im Zusammenhang mit 
k+1l 

(28.5) und (28.3) zur Folge: 

B. * 0 (Punkte auf der R,-Achse in Abbildung 28.2) oder 

b. = 0 (Punkte auf der strichpunktierten Geraden) 

1.1 Es sei B, 0. Dann ist für alle ieN auch B,,, ” 0, und die 

Räuberpopulation genügt der Gleichung 

2 
R =R, = HR, = q"R, (28.9) 
k+l K
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Für R, >0 ist Ro. <R,- Solange die Werte von R, also positiv 

sind, fällt die Folge {R,) streng monoton. Da negative Werte 

von R, auf Grund der biologischen Interpretation ausgeschlos- 

sen sind, erhebt sich nur die Frage, ob die Folge (R,) einem 

Grenzwert L oberhalb von Null zustrebt oder ob sie gegen Null 
konvergiert. Falls die Folge (R,) gegen einen Wert L>0 kon- 

vergieren würde, müßte nach (28.9) gelten: 

L=limR = limR =L-bL-gL2, 
k k+l 

das heißt, 

L’{h+g'L) = 0. 

Dies ist für L>0 jedoch nicht möglich. Die Folgerungen aus 
den Modellgleichungen bestätigen also die intuitiv plausible 
Tatsache, daß für B = 0 (kzko) die Räuberpopulation aus- 
stirbt. R 

Derartige Betrachtungen, die an sich keine neue Erkenntnis 
in bezug auf den Wachstumsprozeß selbst vermitteln, sind den- 
noch nicht überflüssig, da sie den Plausibilitätsgrad der Mo- 
dellannahmen erhöhen. 

Für k = k_ sei B, 20 und somit b, = 0. Aus (28.3) und (28.6) 
0 

folgt dann 

a re u®=5 (g-m B,) (28.10) 

und 

= WE Ela 8) ef Run = ((1-h)-q ze m B,) +v B,) 5 (g-m B,)- (28.11) 

Im allgemeinen wird sich Rısı also von R, und somit nach 

(28.5) auch Be4n von Brrı unterscheiden. Ist jedoch Reyı = Rus 

so folgt durch Indexerhöhung aus (28.5) und (28.6): 

ee - Dar ” Br 
und 

Rrra “ Rerı - R.- 

Mit vollständiger Induktion folgt in diesem Fall für alle 
ieN: 

B .=B_=:B (konstant) 

Ruyi = R, =: R (konstant) 

Das zunächst als temporär angenommene Gleichgewicht ist nun 
stationär. Weiterhin ist dann für alle ieh: 

ee 

Aus (28.3) folgt somit 

R = 2.(g-m-B), (28.12) 

Für die Konstante R gibt es die Möglichkeiten: 

1.2.1 R= 0. Dann ist entsprechend dem im isolierten Fall als logi-
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stisch angenommenen Wachstumsverhalten der Beute 

B = 2 (= Kapazitätsgrenze der Beute) (28..13) 

(Schnittpunkt P der durch DB, =0 und R, =0 gegebenen Geraden 

in Abbildung 28.2). 

1.2.2 R#z 0. Dann ist Kri für ieN definiert und gleich Null. Aus 

(28.4) folgt 

2; ; B = 7 (h+g-R). 

Mit (28.12) folgt 

B- WIM und R= vom (28.14) 

(Schnittpunkt Q der durch BD, =0 und 2,0 gegebenen Geraden 

in Abbildung 28.2). 

2. Temporäres Gleichgewicht der Räuberpopulation 

Aus Be = R, (für k=k,) folgt im Zusammenhang mit (28.6) und 

(28.4): 

R, = 0 (Punkte auf der B, Achse in Abbildung 28.2) 

oder 

r. ® 0 (Punkte auf der gestrichelten Geraden) 

2.1 Es sei R, = 0. Dann ist für alle ieN auch Roi; = 0, und die 

Beutepopulation entwickelt sich logistisch entsprechend der 

Gleichung 

— Pr _ - 2 Ber = (1+g) B, m B, ö (28.15) 

Im allgemeinen ist B von B verschieden. Im Falle B =B 
k+1l k k+l k 

folgt jedoch durch Indexerhöhung aus (28.15) für alle ieN: 

Bari = B. = : B (konstant). 

Der Wert von B berechnet sich nach (28.15) zu 

B=0 (triviales Gleichgewicht) oder 

B = = (= Kapazitätsgrenze). 

Letzteres entspricht dem Punkt P in Abbildung 28.2: Schnitt 

der durch R, = 0 und bi. = 0 gegebenen Geraden. 

2.2 Für k = Ko sei R, * 0 na somit 2. = 0. Der sich aus (28.4) und 

(28.5) daraus ergebende Wert für Bez wird im allgemeinen von 

B, verschieden sein. Ist jedoch Bess = Br so folgt aus 

(28.6) und (28.5) durch Indexerhöhung für alle ieN: 

Bess = R, =: R (konstant) 

Ba = B. =: B (konstant). 

Es liegt dann also wieder ein stationäres Gleichgewicht vor.
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Weiterhin ist Ei für alle ieN wegen Russ =0 definiert und 

gleich Null. Aus (28.4) folgt: 

B = 2.(h+g-R) (28.16) 

Für die Konstante B gibt es die Möglichkeiten: 

2.2.1 =0. Dann wäre 

R = „2 (<0) (28.17) 

Diese "Lösung" entspricht dem Schnitt der durchB, =0 und E. =C 

gegebenen Geraden in Abbildung 28.2. Sie besitzt jedoch auf 
Grund der biologischen Deutung des Räuber-Beute-Systems keine 
sinnvolle Interpretation. 

2.2.2 B=0. Dann ist auch bu4i 

Null. Es liegt somit dieselbe Sachlage wie in 1.2.2 vor. 

(für alle ieN) definiert und gleich 

Wir fassen zusammen: 

Satz 28.1 

Im Räuber-Beute-System sind die stationären Gleichgewichtszu- 
stände beider Populationen gegeben durch: 

a) B =R, =0 für alle k =k, (triviales Gleichgewicht) 

DIR, =0; B_ =°3 für alle kzk k m o (logistisches Gleichge- 

wicht der isolierten Beutepopulation); 

c) im Falle von vg-hm> 0: 

Be, ee 4 Oe ee. 
k uv+mq k uv+mq 0 

Wir wollen den Fall c) von Satz 28.1 etwas genauer betrachten. Es 
ist 

vg-hnm>s0 & 3,8 (29.18) 
m v' " 

Die Bedingung (28.18) besagt offenbar, daß der Schnittpunkt Q der 

durch b, = 0 und r, = 0 gegebenen Geraden in Abbildung 28.2 im er- 

sten Quadranten liegt. Der durch r, = 0 und R, = 0 gegebene Punkt 

S = (2,0) muß also links von P = 2,0) liegen; das heißt, die Ka- 

pazitätsgrenze a des logistischen isolierten Wachstums der Beute- 

population muß über dem durch Ü gegebenen Wert liegen. 

Aufgabe 28.2 

a) Deuten Sie an den Stellen X, Y, U, V in Abbildung 28.3 durch 

Pfeile an, in welcher Richtung sich der Wachstumsprozeß je- 
weils weiterentwickelt. 

b) Zeichnen Sie ein entsprechendes Diagramm für 2 < 2, das 

heißt, mit Punkt Q im vierten Quadranten. Führen Sie die in 

a) gegebene Aufgabe sinngemäß in dem veränderten Diagramm 
durch.



$28 Zwei interagierende Populationen 
22. 

  

Abb. 28.3   7 S 5 

c) Ziehen Sie aus b) Schlüsse über den qualitativen Verlauf des 

Wachstumsprozesses. 

[28.3] Konkurrenz 

Im folgenden betrachten wir zwei Populationen, die von einer gemein- 

samen (dritten) Nahrungsquelle leben. Die Populationsgrößen seien 

mit B, und Ei bezeichnet. In Abwesenheit des jeweiligen Konkurren- 

ten sei das isolierte Wachstum jeder der beiden Populationen vom 

logistischen Typ. Für die Zuwachsraten gelte also: 

b, = go mB, (g, m> 0) (28.19) 

£, =h- G«F,, (h, q> 0) (28.20) 

Die Beeinträchtigung jeder dieser Zuwachsraten durch die Konkurrenz- 

population sei jeweils proportional zur Anzahl der vorhandenen Kon- 

kurrenten. Wir erhalten somit die folgenden Zuwachsraten für das 

Wachstum konkurrierender Populationen: 

b, a ng m-B, = urF, (u> 0) (28.22) 

f,. =h- g’F, = vB, (v> 0) (28.22) 

Hieraus folgen die für die iterative Auswertung nützlichen Glei- 

chungen: " 

ge . = . - * 2 - - . 
Bu 41 ” (1 +b,) B, ® (1+g) B, mB, u F, B. (28.23) 

- - = “ — ” 2 —_— * 

Es (1 +£,] F, = (1+h) R, g FL v BF, (28.24) 

Die Möglichkeiten zur Interpretation der Wechselwirkungsterme B, °F, 

entsprechen genau denen in Räuber-Beute-Systemen. 

Aufgabe 28.3 

Bauen Sie das in Aufgabe 28.1 erstellte Computerprogramm zur 

iterativen Berechnung der Populationsgrößen B, bzw. R, des Räu- 

ber-Beute-Systems so aus, daß es auch Modelle für Konkurrenz 

bewältigt. 

Die Diskussion möglicher Gleichgewichtszustände läuft im Prinzip 

ähnlich wie in Räuber-Beute-Systemen. Die in Abbildung 28.2 entschei- 

denden Geraden b, =0 bzw. r, =0 des temporären Nullwachstums haben 

jedoch in Konkurrenz-Modellen auf Grund der veränderten Koeffizien-
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ten beide eine negative Steigung: 

_ - Liam D. =0 > Fi er (g-m B,} (28,25) 

= Ey - 4, -v. £. =0 = F. =2 (h-v B,) (28.26) 

In Abbildung 28.4 ist eine dieser Möglichkeiten dargestellt: 

    

  

Hierbei sind 

= I se A K, an bzw. K, a (28:27) 

die individuellen Kapazitätsgrenzen der isoliert wachsenden Popu- 
lationen. 

Eine entsprechend dem Muster in Abschnitt [28.2] durchgeführte Dis- 
kussion der möglichen temporären und stationären Gleichgewichtszu- 
stände ergibt: 

Satz 28.2 

Im Konkurrenz-Modell sind die stationären Gleichgewichtszustän- 
de beider Populationen gegeben durch: 

a) B. = Ei =0 für alle kz Ko (triviales Gleichgewicht) ; 

b) Mi = 0; B. = 1 für alle k> Ko ("logistisches" Gleichge- 

wicht der isolierten B-Population); 

OB, =0; RB = a für alle kzk, ("logistisches" Gleichge- 
wicht der isolierten F-Population); 

d) im Falle, daß der Schnittpunkt Q der durch BD. =0 und fı =0 

gegebenen Geraden im ersten Quadranten liegt: 

- gg -uh, „. hm-vg 2 
B. mg = uv FR. mg = uVv für alle Kzk,-   

Aufgabe 28.4 

Beweisen Sie Satz 28.2. (Mögliches Muster: Abschnitt [28.2].
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Aufgabe 28.5 

Deuten Sie in den folgenden Diagrammen an den markierten Punk- 

ten durch Pfeile an, in welcher Richtung sich der Wachstumspro- 

zeß weiterentwickelt. 

Fr 

    Br , Br 

I | 
nu br 0 EN fi = 0 

Abb. 28.5 Abb. 28.6 Abb. 28.7 

  

  

Ziehen Sie daraus Schlüsse über den qualitativen Verlauf des 

wachstunms. 

8529 Modelle mit drei Populationen 

[29.1] Wachstum und Absterben einer Bakterienkultur 

Im Laborversuch werde einer Bakterienkultur eine bestimmte, feste 

Nahrungsmenge (Nährlösung) zugeführt. Die Vermehrungsrate ("Gebur- 

tenrate") der Kultur sei proportional zur vorhandenen Nahrung, wäh- 

rend die Sterberate konstant sei. Die Zuwachsrate der Bakterien- 

kultur lautet somit: 

b, = v.N, = /Hh (29.1) 

Dabei seien v und h feste, positive Koeffizienten und N. die zum 

Zeitpunkt k vorhandene Nahrungsmenge. Da keine neue Nahrung hinzu- 

kommt, ist ihre Vermehrungsrate gleich Null. Die Abnahmerate der 

Nährlösung sei proportional zur Größe der Bakterienkultur: 

AN, 

Rn & iS auysB (29.2) 

Wegen des im Laufe der Zeit eintretenden Nahrungsmangels sterben die 

Zellen der Bakterienkultur ab. Da die Sterberate der Bakterien nach 

(29.1) gleich h ist, ist der Zuwachs AA, an abgestorbenen Zellen 

gleich 

AA, = h-B- (29.3) 

Das Wachstum von Bakterienkultur, Nahrungsmenge und abgestorbenen 

Zellen läßt sich somit rekursiv wie folgt beschreiben: 

Bey = {1-h)-Bu # veNg "Bu (29.4) 

No, =D, 5 WERE, (29.5) 

Aysı = Ay + h’By (29.6) 

Das Schaubild dieses wachsenden Systems sieht ungefähr aus wie in 

Abbildung 29.1.
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Ax 

Nk 

Br 

Abb. 29.1     
Aufgabe 29,1 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur iterativen Berechnung 
der Werte Br Nr Ay ausgehend von festen Anfangswerten. 

b) Stellen Sie die ermittelten Werte in einem gemeinsamen Schau- 

bild graphisch dar (B, "Achse = N, "Achse = A, Achse) und über- 

prüfen Sie die Korrektheit der Abbildung 29.1. 

Ein Vergleich von (29.4) und (29.5) mit (28.6) und (28.5) zeigt, daf 

man die Entwicklung der B,= und N, Populationen des Bakterienwachs- 

tums auch als Extremfall (q=g=m=0) eines Räuber-Beute-Systems 

deuten kann. Die Bakterien sind dann die "Räuber" und die Nahrung 
die "Beute". 

Aufgabe 29.2 

Zeichnen Sie die Geraden b. = 0 und n, ® 0 sowie die Gebiete 

b, < 0 und b, > 0 im (N, » B,) Diagramm entsprechend Abbildung 

28.2 ein und diskutieren Sie mögliche Gleichgewichtszustände. 

wählen Sie einige Punkte im Schaubild aus und deuten Sie den 

weiteren Verlauf des Bakterienwachstums qualitativ durch Pfei- 

le an. 

[29.2] Stoffmengenänderungen bei chemischen Reaktionen 

Bei chemischen Reaktionen geht eine Substanz eventuell über Zwischer 
verbindungen in Folgeprodukte über. Es gibt viele mögliche Reakti- 

onsschemata, wie z.B.: 

Ausgangssubstanz Produkte 

A B (einfache Reaktion) 

B 
A — (Parallelreaktion) 

c
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a ——— (reversible Reaktion) 

A BB 23 ı  (Folgereaktion) 

Bei einer Folgereaktion nimmt die Menge A der vorgegebenen Ausgangs- 

substanz kontinuierlich ab; die Menge B des Zwischenprodukts wächst 

zunächst an und fällt dann wieder ab, während die Menge D des End- 

produktes monoton wächst. 

Im Hinblick auf eine rekursive Beschreibung dieses Systems nehmen 

wir an, daß die Abnahme AA, der Ausgangssubstanz proportional zu A, 

sei. (Bei Verwendung der Zeitvariablen At und t hieße das: Die Ab- 

BA 

nahmegeschwindigkeit — ist proportional zum Bestand A,-) 

Die Zunahmefunktion, d.h. nach der eingangs entwickelten Termino- 

logie die "Geburtenfunktion" der Zwischensubstanz sei dementspre- 

chend ebenfalls proportional zu A,, ihre Abnahmefunktion proportio- 

nal zu B,. Schließlich sei der Zuwachs AD, des Endproduktes propor- 

tional zu B,- Mit den in dieser Beschreibung implizit enthaltenen 

positiven Koeffizienten (Proportionalitätskonstanten) r, S, U, V 

lautet die rekursive Beschreibung dieses Modells für chemische Fol- 

gereaktionen: 

Ayyı ” A, = r-A, (sinnvoll: r <1) (29.7) 

Be+ı = B. + SA, ii urB, (29.8) 

D.,ı * Pr + vB, (29.9) 

Die Substanzmengen werden meist durch geeignete Konzentrationsmaße 

gemessen: Masse der Substanz pro Volumen. 

Aufgabe 29.3 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur iterativen Berechnung 

der Werte Ay Ber D.r ausgehend von festen Anfangswerten. 

b) Stellen Sie die ermittelten Werte in einem gemeinsamen Schau- 

bild graphisch dar. 

Unsere bisher entwickelten Methoden zur Lösung von Differenzenglei- 

chungen ermöglichen die explizite Beschreibung der Substanzmengen. 

Für die Ausgangssubstanz gilt in Abhängigkeit vom Anfangswert A,: 

k 
A, ® A. (ı- re (29.10) 

Die Menge des Zwischenproduktes wird also nach (29.8) durch die 

folgende inhomogene Differenzengleichung beschrieben: 

k 
+ (u-1)'B, = s Ag (1- r:) (29.12) 

Brrı 

Die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung lautet 

mit der reellen Konstanten C: 

B, = e(i=suf (29.12) 

Entsprechend der Tabelle 18.1 suchen wir eine spezielle Lösung 

der inhomogenen Gleichung von der Form
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B# = c'-(1-r. (29.13 

Einsetzen in (29.11) führt zu 

C'.(u-r) = S-A,- (29.14 

Im Falle u*r lautet der unbestimmte Koeffizient also 

  cC' = . (29.18) 

Aufgabe 29.4 

Überprüfen Sie durch direktes Einsetzen, daß 

s+A 
“= 0, _ Kk 

BE og, (In (29.16)   

eine spezielle Lösung von (29.11) ist. 

Die allgemeine Lösung von Gleichung (29.11) lautet also: 

s-A 
= elle — 0, (1-r\X B, = C- (1-u) + Tee (#7) (29,17) 

Am Anfang ist keine Zwischensubstanz vorhanden. Aus Bo =0d folgt 
für die Konstante C: 

s-A 
us a   

u=r 

Die Lösungsfolge mit Anfangswert Bo =0 ist somit gegeben durch: 

s-A 
= 0 _ u _n8 

B, - Toy (I=r)} (1-u)') (29.18)   

Die Menge des Endproduktes erfüllt nach (29.9) und (29.18) die 
Gleichung: 

VS-A, x VeS-A, 

DL_= ———amI1-r) - 
k 

k+1l k u-r sr Hu (29.19) D 

Die zugehörige homogene Gleichung hat die konstante Lösung: 

BD, = € (29.20) 

In Verbindung mit der Tabelle 18.1 liefert der Superpositions- 

satz 18.5 die spezielle Lösung: 

V-S+A 
* = - —— (2.(11-rX- 3.1 -uNR D* aSsE Is (=-2) a (1L-u)} (29.21) 

Aufgabe 29.5 

Leiten Sie die spezielle Lösung (29.21) nach dem Superpositions- 
prinzip her. 

Mit dem Anfangswert D, = 0 erhalten wir schließlich die Lösung: 

V:5:A V-:S-:A 

AH 5 ae ka Di. Se ot ei] (29.22) 

Die expliziten Darstellungen (29.10), (29.18) und (29.22) bestäti- 

gen den intuitiv einsichtigen Sachverhalt, daß für k—» die Sub-
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stanzen A und B verschwinden, während D einem festen Endwert zu- 

strebt. 

Von Interesse ist noch die Frage, wann die Substanz B ihr Maximum 

erreicht. Eine Bedingung für das Erreichen dieses Maximums ist: 

AB, = 0 (29.23) 

Wegen der diskretisierenden Beschreibung des kontinuierlich ablau- 

fenden Reaktionsprozesses kann diese Bedingung im allgemeinen je- 

doch nur näherungsweise erfüllt werden. Aus (29.23) folgt mit 

(29.18): 

k 

wu = 8 1-r a 

ee ih 
"maIi-W)- ImiI-r 

(29.24) 

In Verbindung mit (29.18) kann man hieraus auch leicht den Wert die- 

ses Maximums ermitteln. 

Kk 

Aufgabe 29.6 

Stellen Sie das durch die Gleichungen (29.7) bis (29.9) gegebene 

mathematische Modell für Folgereaktionen anhand der Zeitvaria- 

blen At und t dar (vgl. Abb. 25.1). Zeigen Sie unter Verwendung 

des Gesetzes 

k 
lim (1-3) Su, (29.25) 
ko 

(t ist beliebig, fest, e ist die Eulersche zahl), 

daß (29.18) beim Grenzübergang at — 0 in 

S-A, _ „pre Zret 
b, SEE (e e ) (29.26) 

übergeht. 

Wenn wir an dieser Stelle einmal ausnahmsweise die Operation des Dif- 

ferenzierens heranziehen, erhalten wir als Zeitpunkt tax , an dem 

die Zwischensubstanz ihr Maximum erreicht, den in anderer Form be- 

reits aus (29.24) bekannten Wert: 

a x 
Ener 

(29.27)   

Aufgabe 29.7 

Zeigen Sie, daß sich für at — 0 das Maximum der Substanz B auf 

B = 3.1.05) (29.28) 
max E u 

beläuft. 

Bei der Ableitung der speziellen Lösung (29.16) von Gleichung 

(29.11) mußten wir die Voraussetzung u= r machen. Von Interesse ist 

noch der 

Spezialfall: r=u 

Dann kann (29.13) keine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung 

sein, denn diese Lösung stimmt nun in der Form mit (29.12), der Lö-
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sung der homogenen Gleichung, überein. Entsprechend der Vorgehens- 
weise bei Mehrfachwurzeln versuchen wir, eine spezielle Lösung der 
Form 

Bk = C'k-(1- (29.29) 

zu finden. Falls es eine solche gibt, muß für sie gelten: 

  

BE, BES CK Dtm Hier l-ct.K-ti-ek = 
= s-A-(1-r* (29.30) 

Diese Forderung wird durch 

c' = S"Ro 
1 “f 

erfüllt. Eine spezielle Lösung von (29.11) ist nun also 

_ , ne 
Br = SA, k-(1-r) . (29.37) 

Die allgemeine Lösung von (29.11) ist somit 

k-1 k-1 
B =c.-(1-r) +s-Ay,ck-(1l-r . (29.32) 

k 

(29.31) stellt also zugleich die Lösung von (29.11) mit Anfangs- 
wert B, =0 dar. 

zur approximativen Bestimmung des Zeitpunktes k, an dem die Menge 
B. der Substanz B ihr Maximum erreicht, untersuchen wir wieder die 

Bedingung AB, =0. Hieraus folgt mit (29.31) für r*=1: 

  

k 

ya (29.33) r 

Der maximale Wert von B, ist also 

I1-r_] l-r 

n I-r, 5 _ E Bu. = E B ax = S-A, = (1-r) zn Ro (1-r) (29.34) 

Aufgabe 29.8 

Überprüfen Sie (29.33) und (29.34) anhand einiger Computerläufe. 

Aufgabe 29.9 

Diskutieren Sie den Spezialfall r =u unter Verwendung der Zeit- 
variablen At und t entsprechend Aufgabe 29.6. 

Die Fülle der chemischen Reaktionstypen und der entsprechenden Mo- 
delle ist sehr groß. Wir wollen es an dieser Stelle bei der Be- 
schreibung der obigen Modelle für Folgereaktionen bewenden 
lassen. 

Ein den Folgereaktionen entsprechendes Phänomen liegt beim radio- 
aktiven Zerfall vor, auf den wir in Kapitel VIII zurückkommen wer- 
den. 

Ein weiteres physikalisches Analogon zum eingangs beschriebenen 
Bakterienwachstum oder zu den chemischen Folgereaktionen stellen 
Vorgänge dar, bei denen Flüssigkeiten aus hintereinandergeschal- 
teten Behältern auslaufen ("Kaskadenmodell", siehe Abb. 29.2). Für
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Details sei auf die Veröffentlichung von U. Beck, D. Büttner, 

wW. Kuntzsch: "Differenzengleichungen als Modelle analoger Phäno- 

mene in Realwissenschaften", Chim. did., 1977, Seite 233 - 263 ver- 

wiesen. 

    
      zZ A Abb. 29.2 
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830 Beschreibung, Gliederung und Abgrenzung der behandelten Problemkreise 

Bei der Entwicklung der Theorie der Differenzengleichungen sind 
wir in den Kapiteln I bis IV bereits verschiedenen Anwendungen aus 
dem Wirtschaftsleben begegnet (Einkommensteuer in $5, Tilgung von 

Darlehen in $ 7, Rentenrechnung in $ 7, Angebot-Nachfrage-Zyklen in 
$ 9, Zuwachs-Sparbuch in $ 10, dynamische Prämiensteigerung bei Le- 

bensversicherungen in $ 11). Als weitere wirtschaftlich orientierte 

Themenkreise kamen hinzu die gleitenden Durchschnitte in $ 23 und 
die Diskussion exogen erklärter Wachstumsmodelle in $ 27 (Sättigungs- 

wachstum mit und ohne Schwellenwert). 

Die bisher behandelten wirtschaftlichen Themen entsprangen somit im 
wesentlichen dem Bereich der Mikroökonomie, also dem Zweig der Wirt- 
schaftswissenschaften, der die Untersuchung einzelwirtschaftlicher 
Phänomene zum Ziel hat (Theorie der Haushalte und Unternehmen, Preis 
bildung, Kosten, Erlöse, Angebote usw.). Im hierzu komplementären 
Bereich der Makroökonomie steht dagegen die gesamtwirtschaftliche Be- 
trachtungsweise im Vordergrund (Binnen- und Außenwirtschaftstheorie, 
Theorie des Volkseinkommens, Beschäftigungs-, Geld-, Konjunktur- und 

Wachstumstheorie von Volkswirtschaften). Zwischen beiden Zweigen der 

Wirtschaftstheorie gibt es jedoch Überlappungsbereiche. So werden 
wir im folgenden insbesondere erkennen, daß mathematische Modelle 
zur Beschreibung der Lagerhaltung in Einzelbetrieben und zur Be- 

schreibung des Einkommens ganzer Volkswirtschaften praktisch iden- 
tisch sein können. Im einzelnen zitieren wir in Tabelle 30.1 die 
Aufgabenstellungen und Themenkreise von Mikroökonomie und Makro- 
ökonomie nach A. Woll, Allgemeine Volkswirtschaftslehre, München, 
1974. 

Im folgenden werden wir zunächst ein Beispiel finanzmathematischer 
Natur (Saldensummenberechnung bei Bausparverträgen), ein weiteres 
mikroökonomisches Beispiel (Lagerhaltungsmodell) und danach makro- 
ökonomische Modelle betrachten. 

831 Die Zuteilung von Bausparverträgen anhand des Saldensummenkriteriums 

Die Ermittlung der Zuteilungsfrist von Bausparverträgen stellt ein 
typisches Summierungsproblem dar. 

während der Ansparphase sammelt der Bausparer durch wiederholte Ein- 
zahlungen ein Bausparguthaben an. Dieses Guthaben wird mit einem 
jährlichen Zinssatz von p% verzinst. Die Kontostände des jeweiligen 
Guthabens werden immer halbjährlich an bestimmten Stichtagen zur 
sogenannten Saldensumme aufaddiert. Wenn die Saldensumme eine bestimm- 
te Höhe (Punktzahl) erreicht hat, ist der Bausparvertrag zuteilungs- 
reif. Ab diesem Zeitpunkt kann das Bauspardarlehen ausgezahlt werden. 
Wir wollen im folgenden annehmen, daß die Einzahlungen E des Bausparers 
periodisch in gleichbleibender Höhe erfolgen. Als Periode nehmen wir 

5 Jahr an; die Zahlungen mögen unmittelbar vor der jeweiligen Be- 

rechnung der Saldensumme erfolgen. Weiterhin wollen wir annehmen, 

daß der Halbjahreszinssatz ER betrage. (Der Leser begründe, warum 

diese der Bequemlichkeit halber häufig praktizierte Regelung bei 
kleinen Prozentsätzen von ca. 2% bis 5% zu keinen großen Ungenau- 
igkeiten führt.) Mit diesen dem normalen Ansparvorgang insgesamt 
recht gut entsprechenden Annahmen lautet das Guthaben Si nach der



$31l Die Zuteilung von Bausparvertragen 
  

  

Fragestellungen Theoriegebiete 

    
  

Mikroökonomie 

  

  

  

  führt die Existenz auto- 

nomer Wirtschaftsräume und 

währungseinheiten, und was 
bestimmt die Verteilung 
der Produktivkräfte und 

Produkte im Raum? 

l. Warum und in welcher Menge Haushalts- oder Nachfrage- 
werden bestimmte Güter theorie 

nachgefragt? 

2. Nach welchen Kriterien Unternehmens- oder Angebots- 
werden Güter erzeugt, und theorie 

wovon hängt die Wahl des 

Produktionsverfahrens ab? 

3. In welchen Mengen werden (Produkt-) Preis- und Allo- 

Güter verkauft, und wovon kationstheorie 

hängt die Zusammensetzung 

der gesamtwirtschaftlichen 

Produktion ab? 

4. Was bestimmt die Vertei- (Faktor-) Preis- oder Ver- 

lung des Produktionsergeb- teilungstheorie 

nisses auf die Anbieter 

produktiver Leistungen 
(Arbeit, Kapital, Boden)? 

Makroökonomie 

5. Wodurch ist die Beschäfti- Beschäftigungstheorie 

gung der Anbieter produk- 

tiver Leistungen bestimmt? 

6. Welches sind die Gründe Wachstums- und Entwick- 

und Bedingungen für das lungstheorie 

Wachstum reicher und die 

Entwicklung armer Volks- 
wirtschaften? 

7. Welche Aufgaben kann das Geldtheorie 

Geld übernehmen, und welche 

Wirkungen gehen von ihm 
aus? 

8. Welche Größen beeinflussen Konjunkturtheorie 

die gesamtwirtschaftlichen 

Aktivitäten? 

9. Zu welchen Besonderheiten Außenhandels- und Raum- 
wirtschaftstheorie   

  

Tab. 30.1 
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(k + 1)-ten Einzahlung vom Betrage E: 

ei . P G = 6,1 + zoo) +E (31.1) k+1l 

Mit der Einführung des Wachstumsfaktors 

= _E—_ 
a= 1270 

vereinfacht sich diese Differenzengleichung formal zu 

Sri "1°, + EB (31.2) 

Die Saldensumme nach der (k + 1)-ten Periode ist gegeben durch 

Ss =5 k+1 x + Sr (31.3) 

Aufgabe 31.1 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm zur rekursiven Ermittlung 

von 5 und S, bei variabler Eingabe von p und E, entspre- 

chend dem oben beschriebenen halbjährlichen Einzahlungsrhyth- 

mus. 

b) Schreiben Sie ein modifiziertes Programm zur Saldensummenbe- 

rechnung, entsprechend den folgenden Vorgaben: 

Einzahlung: monatlicher Betrag = 

Berechnung der Guthaben-Zinsen: monatlich 

zum Zinssatz: 5 

Berechnung der Saldensumme: nach wie vor halbjährlich 

c) Vergleichen Sie anhand einiger Computerläufe die Ansparvor- 

gänge nach a) und b). 

Im Hinblick auf die geschlossene Lösung des Saldensummenproblems 
bemerken wir zunächst, daß die Gleichung für das Guthaben vom Typ 
der Tilgungsgleichung (7.4) ist und für q=1 - was wir im folgenden 

stets annehmen werden - bei Zugrundelegung des Anfangswertes S, =0 

die Lösung 

k 
- 129.g - &_- 08. &E_ 5, I-q E I-g i=8 (31.4) 

besitzt. Gleichung (31.3) besitzt also eine Inhomogenität, die sich 

aus dem konstanten Bestandteil I Er und dem exponentiellen Teil 

art. -— additiv zusammensetzt. Nach dem in Abschnitt 18.4] ge- 

schilderten Superpositionsverfahren und der Methode der unbestimm- 
ten Koeffizienten erhält man eine spezielle Lösung der Gleichung 
(31.3) durch Addition je einer speziellen Lösung Em bzw. sH* der 

Gleichungen 

S -8 .:— (31.5) 

  

  

  

E k+l 
K+l x" "T=-q (61 wn

 I un
 

u 

Die erste der beiden Gleichungen besitzt die spezielle Lösung 

  

E 
Sk = eng: (31.7)
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Entsprechend Tabelle 18.1 besitzt Gleichung (31.6) eine Lösung der 

Form 

sr = 0. (31.8) 

Wir haben zunächst den noch unbekannten Koeffizienten C zu ermit- 

teln. Durch Einsetzen in (31.6) erhalten wir 

  k+2 k+l E k+l 
- gStk- C. -C- = ’ . 

Srtı En c+q C*q I-g } 

also ist 

ce —— (31.9) 
(1-g) 

Aufgabe 31.2 

Überprüfen Sie durch Einsetzen, daß 

‚= nn (31.10) 
4 Ge 

eine spezielle Lösung der Gleichung (31.3) darstellt. 

  Shit = Se Hr Sit = ck 

Das charakteristische Polynom p(m) = m-1 von Gleichung (31.3) be- 

sitzt die Nullstelle m, = 1. Nach (18.21) ist die allgemeine Lösung 

von (31.3) gegeben durch 

E E k+l 
Cu +SKtt = CC +kr —— + ——,'q (31.11) 

K 1 K 1 1-q (1-9) 

Für k = 0 ist der Anfangswert S, = 0. Daraus folgt: 

un u 

= -— iq (31.12) 
(1-g) 

Unter Berücksichtigung der Anfangswerte © =5, =0 erhalten wir das 

Ergebnis: 

E E- 
S =k 

k 1=-g (1-gq) 
  -1) (31.13) 

Aufgabe 31.3 

Erweitern Sie das Computerprogramm aus Aufgabe 31.1 derart, daß 

die Werte für G, und S, jeweils parallel sowohl rekursiv - auf 

den Gleichungen (31.2) und (31.3) basierend - als auch anhand 

der geschlossenen Darstellungen (31.4) und (31.13) ermittelt 

werden. Vergleichen Sie die Ergebnisse. Erklären Sie mögliche 

Unterschiede. 

Mit konkreten Zahlenwerten stellt sich der Sachverhalt in etwa wie 

folgt dar: 

Die für die Zuteilung notwendige Saldensumme liegt zur Zeit bei 

etwa 2400 Punkten pro 1000 DM Bausparsumme. Die vom Computer er- 

stellte Tabelle 31.1 zeigt uns, daß dies bei einem Guthabenzinssatz 

von 3% jährlich und einer halbjährlichen Einzahlung von 15 DM (ent- 

spricht mit den oben gemachten Einschränkungen der Regel-Ansparsum- 

me von 2,50 DM pro Monat und pro 1000 DM Bausparsumme) zwischen 

der 16. und 17. Zahlungsperiode erreicht ist. Die Zuteilung erfolgt 

also ’2 bis 8 Jahre nach der ersten Einzahlung.
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Saldensummen-Berechnung 

Bausparsumme: B = 1000,00 

Einzahlungsbetrag: E = 15,00 

Jahreszinssatz (3) P= 3,00 

Periode Bausparsumme Saldensumme 

d 15,00 15,00 

2 30,22 45,23 

3 45,68 90,90 

4 61,36 152,27 

5 77,28 229,55 

6 93,44 322,99 

7 109,84 432,84 

8 126,49 559.33 

9 143,39 702,72 

10 160,54 863,26 

11 177,95 1041,21 

12 195,82 1236,83 

1.3 213,55 1450,38 

14 231,76 1682,14 

15 250,23 1932,37 

16 2658,99 2201,36 

17 288,02 2489,38 

Tab. 31.1 18 307,34 2796,72         
  

Aufgabe 31.4 

Ein Bausparer schließt einen Bausparvertrag über 30 000,- DM ab. 

Die Regel-Ansparsumme beträgt in diesem Fall 450,- DM 

(= 2,5-30-6 DM) halbjährlich. Er zahlt statt dessen jedoch die 
höhere Ansparrate von 800,- DM halbjährlich. Wann wird sein Ver- 
trag zugeteilt? (Guthabenzinsen: 3% jährlich.) 

Aufgabe 31.5 

Ein Bausparer möchte einen Bausparvertrag über 50 000,- DMin 

35 Jahren nach Abschluß (nullte Periode) zugeteilt haben. Wie- 

viel muß er halbjährlich (monatlich) einzahlen, um dies zu er- 

reichen? (Jahreszinssatz: 3%.) 

Hinweis: 33 Jahre (7. Periode) nach Abschluß bedeutet also 

3 Jahre nach der ersten Einzahlung. 

a) Berechnen Sie die notwendige Einzahlung E allgemein aus Glei- 
chung (31.13).
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b) Überprüfen Sie Ihr Ergebnis durch einen Testlauf (Simula- 

tion) mit dem Computerprogramm aus Aufgabe 31.1» 

832 Ein Lagerhaltungsmodell 

B2.1] Die allgemeine Modellbeschreibung 

Das folgende Beispiel ist orientiert an dem von L. A. Metzler ent- 

wickelten Modell zur Beschreibung von Lagerzyklen (Metzler, The Na- 

ture and Stability of Inventory Cycles; Review of Economics and Sta- 

tisties, 23, 1941). Wir werden im folgenden jedoch auf formale Be- 

griffe aus der Wirtschaftstheorie verzichten und die jeweiligen \ 

Sachverhalte in einer naiven, untechnischen Sprache beschreiben. 

Ein Unternehmen stelle Konsumgüter her. Die Produktion gehe entweder 

direkt in den Verkauf oder auf Lager. Die Produktionsentwicklung 

soll insbesondere zu Prognose- und Planungszwecken durch ein mathe- 

matisches Modell beschrieben werden. Bei der Entwicklung derartiger 

Modelle beschränkt man sich im ersten Anlauf meist auf eine recht 

grobe Beschreibung, die dann im Laufe der Zeit verfeinert wird. 

Der Wert der in der Periode |k, k+1) für den Verkauf hergestellten 

Güter sei mit Vi bezeichnet, der Wert der für die Belieferung des 

eigenen Lagers hergestellten Güter mit L, bezeichnet. Diese Produk- 

tion stellt eine Wertschöpfung dar. Eine weitere Wertschöpfung des 

Unternehmens geschieht in Form von (Netto-)Investitionen des Wertes 

Iyr die wir im folgenden als konstant (pro Periode) annehmen wollen 

(1,=-1. Die Wertschöpfung W, des Unternehmens in der Periode 

[k- k +1) ist also gegeben durch 

Wo v + L, + I. (32.1) 

Die Planung der Produktionsmengen V, |] und Ds für die jeweils 

neue Periode orientiert sich an den wirtschaftlichen Daten der vor- 

angegangenen Zeit. Einer entsprechenden Zielsetzung der Unterneh- 

menspolitik zufolge habe sich ein konstantes Verhältnis von tatsäch- 

lichem Verlauf T, (aus der laufenden Produktion und aus Lagerbestän- 

den) und Wertschöpfung W. in den vorangegangenen Perioden eingepen- 

delt: 

T. = aW k k (ökonomisch sinnvoll: 0O< a<1l) (32.2) 

Die Produktionsmenge Ver einer neuen Periode wird nun so geplant, 

daß sie mit dem tatsächlichen Verkauf in der vorangegangenen Peri- 

ode übereinstimmt: 

V = T,. = :a8W, (32.3) 
k+l k 

An dieser Stelle bieten sich Möglichkeiten zur späteren Verfeine- 

rung des Modells an, indem etwa der Verkaufstrend über mehrere Peri- 

oden hinweg beobachtet und mit einbezogen wird. Ein geeignetes ma- 

thematisches Hilfsmittel hierfür bilden z.B. die gewogenen gleiten- 

den Durchschnitte aus $ 23. 

Die Lagerproduktion Lu4ı werde so geplant, daß der geplante Lager- 

bestand Ben am Ende der Periode k + 1l,k +2) zur geplanten Verkaufs-
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menge VL 5] in einem festen Verhältnis steht: 

  

B 

vob (b > 0) 
Kk+1 

Buyı ” BY (32.4) 

Die zu planende Lagerproduktion Lyyı ergibt sich dann als Differenz 

von Ber und dem tatsächlichen Lagerbestand B,. am Ende der Periode 

k-k+D: 

Ta” Pan, " Bi 13243) 
Der tatsächliche Lagerbestand B, wird vom geplanten Lagerbestand B, 

abweichen, weil die geplante Verkaufsmenge v, im allgemeinen nicht 

genau mit der tatsächlichen Verkaufsmenge T, übereinstimmt. Ist 

T,? Ver so wird der zusätzliche Bedarf dem Lagerbestand entnommen; 

im Falle T,<B, wird die nicht verkaufte Menge dem Lager zugeschla- 

gen. Wir erhalten: 

B, = B, + (V.-T,) (32.6) 

Mit (32.4), (32.2) und (32.5) folgt 

B, = (1 +b)-V, = T, = (1 +bla-W_, - a-W (32.7) 

Lg (1 +b).aW, = (1 +b)-a-W_, (32.8) 

In (32.1) (an der Stelle k + 2) eingesetzt, ergibt dies schließlich 
die inhomogene lineare Differenzengleichung: 

W - a-(2 +b)-W., + a-(1 +b)-W, = I (32.9) k+2 T 

Aufgabe 32.1 

Führen Sie für wirtschaftlich sinnvolle Werte von a, b und I 
einige Computerläufe mit Hilfe des in Aufgabe 16.1 geschriebe- 
nen Programms oder mit Hilfe des Universalprogramms aus Aufgabe 
18.7 durch. 

Aufgabe 32.2 

Zeigen Sie, daß die Gleichung (32.9) im folgenden Sinne "fast 
allgemein" ist: 

Für beliebige reelle Zahlen a, und a, (mit a, * -a,) gibt es 
stets Zahlen a und b mit: 

a, ® -a:(2+b) 

a, ” a-(1+b) 

Das heißt: Die Gleichung 

W +5 + a... Fa,W = 1 (32.10) 

stimmt mit (32.9) überein.
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Im Hinblick auf die explizite Lösung der gefundenen Differenzenglei- 

chung (32.9) haben wir entsprechend den Darlegungen in Kapitel III 

zunächst die Wurzeln des charakteristischen Polynoms p({m) der zuge- 

hörigen homogenen Gleichung zu ermitteln: 

p(m) = m? - a-(2+b)-m + a-(1+b) = 0 (32.11) 

Diese sind: 

  

  

m, = %.a-(2+b) + 1 fat. (2 + 0° - 4a-(1l+b) ; bzw: 

m, = $+a-(2+b) + 4 /a?0? - aa. (1-a)-(1+b) 
Hi 2 755 (32.12) 

m, = z.a-(2 +b) - 1 /A’o - 4a-(1-a)-(1+b) 

Für die Lösungsgesamtheit der inhomogenen Gleichung benötigen wir 

nach Satz 16.1 nur noch eine spezielle Lösung von (32:9); 

Nach Abschnitt 5.2] gilt einer der ersten Versuche in derartigen 

Fällen der Frage, ob eine konstante Lösung existiert. Dies ist nach 

Satz 16.3 der Fall; wir erhalten für a«=l: 

  
I 

: 

%* = 

ur 1-a 
(32.13) 

Aufgabe 32.3 

Bestätigen Sie die Plausibilität der in (32.13) dargestellten 

konstanten Lösung anhand der folgenden Überlegung: 

Konstanz liegt vor, falls T,=V, und L, =0 (für alle k). 

Die endgültige Form der allgemeinen Lösung der Gleichung (32.9) 

hängt noch von der Art der Wurzeln m, und m, und somit von der Dis- 

kriminante 

D = a?b? - 4a-(1-a)-(1+b) (32.14) 

ab. Es ergeben sich die folgenden Fallunterscheidungen: 

Fall 1: D>O0 

Für (wirtschaftlich sinnvolle Werte) a>0 ist dies gleichbedeutend 

  

mit a „ deil#b), In diesem Fall sind die Wurzeln Mm, und Mm, reell 

(2+b) 
und verschieden. Die allgemeine Lösung von (32.9) lautet dann: 

_ k um K I 
W. =cC,m + EM, #7 (32.15) 

C. und C. sind beliebige reelle Koeffizienten. 
a 2 

Fall 2: D=0 

  

Also ist a = 4-(1+b) Dann ist mm, = m, und nach Satz 14.8 bzw. 

(2+b) 

Aufgabe 14.8 lautet die allgemeine Lösung 

- „nK . umK I w. = c,'m +C,.km + 7 (32.16)
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Fall 35: D<0 

4. (1+b) 

(2 +b)? 
verschieden. Gleichung (32.15) stellt auch in diesem Fall die all- 
gemeine Lösung dar. Wir werden im anschließenden konkreten Zahlen- 
beispiel in Abschnitt 32,2] noch den Übergang zu reellen Lösungs- 
folgen entsprechend der in Abschnitt (1.543 entwickelten Methode 
durchführen. 

Zunächst jedoch noch einige Bemerkungen zur Stabilität der konstan- 
ten Lösung. Nach Abschnitt [18.5] liegt Stabilität genau dann vor, 
wenn für die Wurzeln gilt: 

Also ist a< Dann sind die Wurzeln m, und m, komplex und 

Im |< 1 und Im,| < 1 

Leichter zu überprüfen sind in diesem Falle jedoch die in Aufgabe 
18.9 gegebenen drei Kriterien, von denen die ersten beiden unter der 
Voraussetzung von a> 0 und b> 0 trivialerweise erfüllt sind. Übrig 
bleibt somit nur die dritte Bedingung: 

l-a-(1+b)>0, d.h. a< (32,17) —_ 
l+b 

Unsere Überlegungen führen also zu dem 

Ergebnis: 

Die konstante Lösung (32.13) der Lagerhaltungsgleichung (32.9) ist 
bei der Vorgabe positiver Koeffizienten a und b genau dann stabil, 
wenn 

1 
© 7m 

Aufgabe 32.4 

a) Stellen Sie die Funktionen 

- -:.11+b) b+> £_(b) 

1 (2 +b)? 

at 
2 " 1+tb 

in einem (b, a)-Koordinatensystem dar. 

b) Schraffieren Sie in geeigneter Form die Gebiete mit reellen 
bzw. komplexen Wurzeln m, und Mm, sowie stabilem oder instabi- 
lem Gleichgewicht. 

Aufgabe 32.5 

Bestimmen Sie die Lösungsgesamtheit der Lagerhaltungsgleichung 
(32.9) für a=1 und b=0. Zeigen Sie, daß es in diesem Fall kei- 
ne konstante Lösung gibt. Begründen Sie, daß die Lösungsfolgen 
divergieren. Führen Sie einige Programmläufe mit a=1 und ver- 
schiedenen Werten von b durch. Interpretieren Sie den Fall 
a=1 im wirtschaftlichen Sinne. 

Aufgabe 32.6 

Behandeln Sie entsprechend der Aufgabenstellung in obiger Auf- 
gabe den Fall 

a=1ı und b=0.
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B2.2] Ein spezielles Zahlenbeispiel 

Mit den Werten a = 0,8; b= 0,125 und I =110 lautet Gleichung (32.9): 

Win” 1,7W,,, * 0,9W, = 11:0 (3218) 

Die zugehörige homogene Gleichung 

Wera” 1, Wr + 0,9 W, =0 (33:.1:9) 

besitzt das charakteristische Polynom 

p(m) = m? -1,7m+0,9. (32.20) 

Dessen Wurzeln lauten näherungsweise 

nm, = 211,7+,/1,7°-4-0,9 ) 

m, = 0,85 + 0,5 /- 0,71 

m. = 0,85 + 0,4213 i 

m = 0,85 - 0,4213 i 

Die inhomogene Gleichung besitzt nach (32.13) die spezielle konstan- 

te Lösung 

I 110 
“= = — a >= We I Te, 

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung lautet somit nähe- 

rungsweise: 

  

m, = ©," (0,85 + 0,4213 i)N +C,: (0,85 - 0,4213 i)* + 550 (32.21) 

In $15 haben wir eine Methode kennengelernt, die mit Hilfe komple- 

xer Zahlen beschriebene Lösung (32.21) in eine ausschließlich durch 

reelle Koeffizienten ausgedrückte Lösung überzuführen. In Polar- 

koordinaten dargestellt, lautet der Näherungswert für die Wurzel m]: 

m, = r-(cos$ + i-sin$) 

mit 

r = /0,85? + 0,4213° = /0,9 = 0,94868 

0,85 u = 0,89598 cos b 70,3 r 

sin $ - U = 0,444. 

Der Winkel $ lautet im Bogenmaß 

d = 0,46 

und im Gradmaß 

d = 26,36°. 

; 2 
(Probe: sin” + cos“6 = 0,9999 = 1.) 

Also ist in Polarkoordinaten näherungsweise 

m = 0,94868-(0,89598 + i-0,444) 

m 0,94868-(0,89598 - i-0,444) 
2



242 VII Anwendungen wirtschaftlicher Natur 
  

Unter Verwendung der Formel von Moivre (15.21) kann die allgemeine 
Lösung (32.21) also auch folgendermaßen geschrieben werden: 

m, = C, -0,94868*- (cos(0,46-k) + i*sin(0,46-k)) + 

+ C,:0,94868*- (cos(0,46-k) - i-sin(0,46-k)) + 550 (32,93 

Nach $ 15 sind die reellen Folgen 

W = 0,94868K .cos (0,46-k) 
x (32.2: 

nm = 0,94868* .sin(0,46-k) 

ebenfalls Lösungen der homogenen Gleichung (32.19) 

Aufgabe 32.7 

Überprüfen Sie mit einem Computerprogramm für k=1 bis k = 1000, 
daß die in (32.23) gegebenen reellen Folgen die homogene Glei- 
chung näherungsweise lösen. 

Nach Satz 15.4 bilden die Lösungen (32.23) sogar ein Fundamental- 
system; die allgemeine Lösung der Gleichung (32.18) lautet somit: 

W = 0,94868%- (C! »cos (0,46-k) +C,sin(0,46-k)) + 550 (32.24 

Aufgabe 32.8 

a) Berechnen Sie die Koeffizienten &, und C, so, daß die durch 

(32.24) gegebene Lösungsfolge die Inegeses R. = 1000 und 
W, = 1200 besitzt. 

b) Berechnen Sie Mi. rekursiv nach (32.18) und explizit nach 

(32.24) und vergleichen Sie die Ergebnisse. 

Im (k, W )-Diagramm sieht die Lösung aus Aufgabe 32.8 folgenderma- 

Ben aus: W 

1000 

  100+ 
Abb. 32.1   1 15 30 45 0 k
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Die Lösungskurve "oszilliert" um die durch Wr = 550 gegebene Gera- 

de G. Eine empirische Überprüfung zeigt, daß die Schnittpunkte der 

Lösungskurve mit der Geraden G äquidistant liegen, wie es stets auch 

bei den trigonometrischen Funktionen, also z.B. bei der Cosinus- 

funktion der Fall ist. 

Um die Lösungsfolge W. als Funktion von k besser zu verstehen, unter- 

suchen wir zunächst die in (32.24) auftretenden elementaren Bestand- 

teile. Für ce und cz nehmen wir die festen Werte c = ce, = L aan. 

wir setzen 
k 

£f(k) := 0,94868 (32.25) 

glk) := cos(0,46:k) + sin(0,46-k) (323.26) 

Abbildung 32.2 erweckt den Eindruck, daß die Funktion gik) als ver- 

schobene Cosinus- oder Sinusfunktion mit vergrößerter Amplitude 

gedeutet werden kann. Sie läuft, anschaulich gesprochen, hinter der 

Funktion 

ä(k) = cos(0,46-k) 

  

her. 

g(k) = cos (0,46 : k) + sin (0,46 k) 

Lin (0,46% 

1 4 
\' 

—1+ 

Abb. 32.2 cos (0,46” k)   
Die Funktion g erreicht ihre Maxima, Achsendurchgänge und Minima je- 

weils erst an den Stellen x+ß, wenn 9 diese Punkte jeweils an den 

Stellen x (x = 0,46'k) durchläuft. Außerdem ist offenbar die Ampli- 

tude von g größer als die von g. Wir versuchen dementsprechend, die 

Funktion g folgendermaßen durch g auszudrücken: 

g(k) = C-cos(0,46-k -Bß) (32.27) 

Nach dem Additionstheorem (15.17) ist 

cos(x-g8) = cosx-cosß + sinx-sinß. 

Gleichung (32.27) geht somit über in 

g(k) = C- (cos Bß-cos(0,46:k) + sin B-sin(0,46-k)). 

Falls sich C und B so wählen lassen „ daß 

C.cosß = 1 
(32528) 

Csinß = 1 

ist, könnten wir die Funktion g in der einfacheren Form (32.27) dar- 

stellen.
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Aus (32.28) folgt durch Quadrieren: 

C?.cos?28 =1 

C?.sin2ß = 1, 

also 

C?. (cos?B + sin2ß) = 2, 

Hieraus folgt: 

c= /2 
]. 

cosß = sinß = 5 ./2 

(32.2 
B: = ı (im Bogenmaß) 

ß = 45° (im Gradmaß) 

Wir erhalten also das 

Ergebnis: 

Die Funktionen 

kt c0os(0,46-k) + sin(0,46-k) 

und 

kr /2 :cos(0,46-.k - 7) 

sind identisch. Die in (32.26) definierte Funktion g läßt sich also 
auch folgendermaßen darstellen: 

g(k) = /Y2 -cos(0,46-k - 7) (32.30 

Aufgabe 32.9 

Überprüfen Sie anhand eines Computerprogrammes, daß die durch 
(32.26) und (32.30) gegebenen Funktionen übereinstimmen. 
Die Übereinstimmung kann wegen des beschränkten Zahlbereiches, 
der dem Computer zur Verfügung steht, nur näherungsweise zu- 
treffen. 

Durch die speziellen Werte c =1 und 2, * 1 wird also eine Lösung 

der homogenen Gleichung (32.19) festgelegt, die auch wie folgt dar- 
gestellt werden kann: 

W. = £(k)»-g(k) 

w = 0,94868K- /3 -cos(0,46-k - 7) (32.31 

Der in (32.27) auftretende Faktor C (C=/?2) ist offenbar für die 
Vergrößerung der Amplitude in Abbildung 32.2 verantwortlich. Die Ver- 

schiebung des Arguments um den Winkel -ß (ß =7) wird auch Phasenver- 

schiebung genannt. 

Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung (32.19) lautet nach 
(32.24): 

Mi. = 0,94868*- (C}-cos(0,46-k) + C,"sin(0,46-k)) (32.32) 

Im obigen Verfahren haben wir gesehen, daß für eine spezielle Wahl
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der Konstanten © und C, Werte für C und ß gefunden werden können, 

so daß gilt: 

W. = 0,94868*-C-cos (0,46-k - ß) 3233) 

Die Konstanten c und c, wurden also durch die Konstanten C (Ampli- 

tude) und ß (Phasenverschiebung) ersetzt. 

Die Vermutung liegt nahe, daß die Möglichkeit zur Darstellung der 

allgemeinen Lösung homogener Differenzengleichungen zweiter Ordnung 

durch Amplitude und Phasenverschiebung nicht auf die obige spezielle 

Wahl der Zahlenwerte von C, und C, beschränkt ist. Um die Frage nach 

der allgemeinen Anwendbarkeit des oben aufgezeigten Verfahrens wer- 

den wir uns im folgenden Paragraphen bemühen. 

833 Die Darstellung periodischer Lösungen durch Amplitude und Phasenverschiebung 

Entsprechend dem in Abschnitt B2.2] skizzierten Programm betrachten 

wir die verallgemeinerte Fibonacci-Gleichung 

ER TO 0 22:1) 

und nehmen an, daß ihr charakteristisches Polynom 

2 
p(m) = m ra, mta, (33:..2) 

die beiden komplexen Wurzeln 

m, = r-(cos$ - i-sin$) 
(33.3) 

m, = r-(cos$# + i-sin$) 

besitzt. 

Die allgemeine Lösung von (33.1) lautet nach Satz 14.7 bzw. Satz 

15.4: 

= - Kk - k Yi, = c m, + C, Mm, (33,4) 

y.® er (ei-Ese kö + Cj-sink$) (33.5) 

Hierbei sind Cr Ce, c und c, frei wählbare Konstanten. 

Unser Ziel ist die Darstellung der allgemeinen Lösung in der Form 

Yu: r.c-cos(k-$ - 8). (33.6) 

Nach den Additionstheoremen für trigonometrische Funktionen (15.17) 

ist 

cos(k# -ß) = cos(k$)"cos(-ß) - sin(ke$)-sin(-B) = 

= cos ß-cosk$ + sinß-sinkb. 

Gleichung (33.6) ist also gleichbedeutend mit 

yv ı* .(C .cos B.cosk# + C-sinB-sink$). 

Ein Vergleich mit (33.5) zeigt, daß auch (33.6) die allgemeine Lö- 

sung von (33.1) darstellt, falls C und ß wie folgt gewählt werden 

können:
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C-cosß = c 

(33.5 
C-sinß = C! 

2 

Eine derartige Wahl ist stets möglich, denn durch Quadrieren folgt: 

c?. (cos?8 + sin’B) = c? = c1? + cı2, 
also 

en ' 2 t 2 Co = fe; + ce, # 

Falls c = c, = Q wäre, erhielte man aus (33.6) mit C=0 und belie- 

bigem ß die entsprechende (triviale) Lösung. 

Wir brauchen also nur noch den Fall 

cı? + c1?= 0 

zu untersuchen. Dann ist offenbar C=0 und 

<ı 
G 

Es gibt also stets ein ß mit 

0 s z= 1. 
    

1 
BR = “ cos ©   

Weiterhin gilt 

sinß = /1-cos”® = 

Gl 

; - 2 sinß = c 

Die zweite Gleichung in (33.7) ist durch die obige Wahl von C und ß 
also ebenfalls erfüllt. 

Satz 33.1 

Besitzt das charakteristische Polynom 

  

2 
p(m) = m’ + a,,m+a, 

der verallgemeinerten Fibonacci-Gleichung 

Ya+2 * Ay ’Yyyı * Ao’Yy = 0 (33.8) 
die komplexen Wurzeln 

m, = r-(cos$ - i'sin®) 

m, = r-(cos$ + i-sin$), 

so lautet die allgemeine Lösung von (33.8) in der Darstellung 
durch Amplitude und Phasenverschiebung:   y. = Cır".cosik-$ - B) (C, Ber) (33.9)
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834 Grundbegriffe aus der Theorie des Wirtschaftskreislaufs 

und des Volkseinkommens 

Das Volkseinkommen Y einer geschlossenen Volkswirtschaft ist einer- 

seits die Summe aus Konsum C und Sparen S, andererseits die Summe 

aus Konsum C und Investitionen I; in Formeln 

Y=C+tsS 

Y=cC+I. 

Daraus folgt insbesondere: 

S=1 

Wenn Ihnen diese Begriffe bekannt sind und der genannte Sachverhalt 

einleuchtend oder selbstverständlich erscheint, können Sie den Rest 

dieses Paragraphen überblättern. Denn er dient nur dem Ziel, die an- 

gesprochenen volkswirtschaftlichen Grundbegriffe zu entwickeln und 

dabei zu motivieren und die obigen Gleichungen aufzustellen. 

Die Detaillierung der Grundbegriffe und grundlegenden Techniken - 

wie beispielsweise die Aufstellung geeigneter Konten - wird dabei 

nur so weit vorangetrieben, wie es zur Erreichung des genannten Zie- 

les notwendig ist. Dieser Paragraph ist insbesondere nicht als eine 

grundlegende Einführung in diese Begriffswelt zum Zwecke einer wirt- 

schaftswissenschaftlichen Grundbildung geplant; er kann eine solche 

keinesfalls ersetzen. Für eine volkswirtschaftlich angemessene de- 

taillierte Darstellung siehe etwa A. Stobbe, A. Wwoll, F. Müller. 

Die Individuen einer arbeitsteiligen Gesellschaft erschaffen einer- 

seits gewisse Güter in Form von Waren oder Dienstleistungen, sie haben 

andererseits Bedarf an anderen Gütern. Das sich daraus ergebende, 

im Detail aus einer unübersehbaren Fülle von sich überlappenden Her- 

stellungs-, Verteilungs- und Verbrauchsprozessen bestehende Aktions- 

netz nennt man den Wirtschaftsprozeß. 

Wir wollen im folgenden versuchen, einen groben Einblick in sol- 

che Wirtschaftsprozesse zu gewinnen, die im Rahmen von geschlossenen 

Volkswirtschaften ohne staatliche Aktivität ablaufen. Die von uns 

verwendete Methode besteht nun nicht darin, daß der Gesamtprozeß aus 

allen daran beteiligten Einzelprozessen aufgebaut und rekonstruiert 

wird (bottom-up-Methode), sondern darin, daß vom Endergebnis her die 

Hauptkonstituenten des Wirtschaftsprozesses aufgeschlüsselt werden 

(top-down-Methode). 

Die wechselseitige Befriedigung der Bedürfnisse aller am Wirtschafts- 

prozeß beteiligten Subjekte geht prinzipiell in Form des Tausches 

vonstatten. Der Tausch vollzieht sich auf Märkten.Das Geld fungiert 

dabei als allgemeines Tauschmittel und stellt eine Art Anrecht, ei- 

ne Forderung auf andere Waren bzw. Dienstleistungen dar. Die Gesamt- 

heit aller am Wirtschaftsprozeß Beteiligten wird der Funktion nach 

in zwei große Gruppen (Sektoren) aufgeteilt: die Unternehmen und die 

privaten Haushalte. Im folgenden werden wir letztere auch kurz als 

Haushalte bezeichnen, weil wir keine anderen als die privaten Haus- 

halte betrachten werden. Die Rolle des Staates wird also nicht be- 

rücksichtigt werden. Die privaten Haushalte stellen den Unternehmen 

ihre Arbeitskraft zur Produktion von Waren und Dienstleistungen zur 

Verfügung. Sie erhalten dafür ein Geldeinkommen, das sie in die Lage 

versetzt, die in den Unternehmen produzierten Güter zu konsumieren. 

Wir weisen an dieser Stelle ausdrücklich darauf hin, daß die Klassi- 

fikation in Unternehmen und Haushalte rein £funktionsspezifischer, 

nicht etwa personenspezifischer Natur ist. So ist ein Arbeitnehmer, 

der sich ein Haus bzw. Eigenheim geschaffen hat, in der Rolle des 

Hausbauers als Unternehmer anzusehen.
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Konsumausgaben 

Kons umgüter, Dienstleistu Ingen 

Arbeitsleistungen 

   

    

     
   

    

(Faktorleistungen) 

Ei n 
"kommen für geleistete Arbeit 

  

Abb. 34.1 (Faktorkosten) 

Eine erste grobe Veranschaulichung dieses Wirtschaftsprozesses ist 
die in Abbildung 34.1 gegebene Kreislaufdarstellung. 

Den durch die inneren Pfeile in der Abbildung dargestellten Kreis- 
lauf bezeichnet man als den realen Strom, im Gegensatz zum außen dar- 
gestellten monetären Strom. In dieser Darstellung steckt implizit die 
Grundannahme, daß die im Unternehmensbereich entstandenen Geldein- 
kommen (Faktorkosten) gerade durch den Wert der Güterproduktion ge- 
deckt werden und daß die gesamten Einkommen der Haushalte für Kon- 
sumzwecke ausgegeben werden. 

Häufig verwenden die Haushalte aber nicht ihr gesamtes Einkommen zu 
Konsumzwecken; sie sparen einen Teil des Einkommens und bilden da- 
durch Vermögen. Andererseits kann vorhandenes Vermögen durch Kon- 
sumausgaben, die das Einkommen überschreiten, also durch das sach- 
liche Gegenteil von Sparen, geschmälert werden. 

34.1] Die Darstellung des Wirtschaftsprozesses im Kontensystem 

Die für das folgende grundlegenden Aktivitäten des Wirtschaftspro- 
zesses sind: 

- Güter produzieren und verkaufen 

- Einkommen erzielen und verwenden 

- Vermögen aufbauen und abbauen 

Es liegt nahe, zum Zwecke des Überblicks jede wirtschaftliche Trans- 
aktion wertmäßig in einer Liste unter der einschlägigen Rubrik zu 
notieren. Wirtschaftstechnisch gesprochen bedeutet das die Führung 
der folgenden drei Konten: 

- (gesamtwirtschaftliches) Produktionskonto 

- (gesamtwirtschaftliches) Einkommenskonto 

- (gesamtwirtschaftliches) Vermögensänderungskonto 

Jede wirtschaftliche Transaktion betrifft genau zwei dieser Konten; 
grob gesprochen einmal auf der Entstehungs- (Ertrags-, Einnahmen-)- 
Seite und einmal auf der Verwendungs- (Aufwands-, Ausgaben-)Seite. 

a) Das gesamtwirtschaftlich&e Produktionskonto 

Auf der Ertragsseite des Produktionskontos steht die Gesamtheit der 
durch den Verkauf der produzierten Güter erzielten Einnahmen. Ein
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Teil der Güter wird an private Haushalte zum Zwecke des Konsums ver- 

kauft. Aber auch Unternehmen kaufen einen Teil der produzierten Gü- 

ter zu Investitionszwecken. Unter diese Investitionsgüter fallen die 

Anlageinvestitionen (dauerhafte Produktionsmittel) und die Lager- 

investitionen. Für die folgenden Überlegungen ist es zweckmäßig zu 

verlangen, daß in jeder Periode stets die gesamte Produktion ver- 

kauft wird. Buchungstechnisch ist das dadurch zu erreichen, daß die 

nicht außerhalb des Unternehmens abgesetzten Güter an das eigene La- 

ger verkauft werden. Sie stellen also eine Lagerinvestition dar. Es 

liegt bei kommerzieller Betrachtungsweise nahe, den Wert der Produk- 

tion als Summe aller durch die Produktion erzielten Einnahmen anzu- 

sehen. Produktion ist in diesem Sinne eine Wertschöpfung; das Maß 

dieser Wertschöpfung ist definiert als Summe der durch Verkauf er- 

zielten Einnahmen. - Im folgenden werden wir zwischen der Wertschöp- 

fung als Akt und dem Maß bzw. der Höhe der Wertschöpfung verbal kei- 

nen expliziten Unterschied machen. 

Ein großer Teil der im Produktionsprozeß erzielten Einnahmen wird 

zur Entlohnung der an diesem Prozeß beteiligten privaten Haushalte 

verwendet und stellt deren Einkommen aus unselbständiger Arbeit dar. 

Der bei den Unternehmern bleibende Rest ist das Einkommen aus Un- 

ternehmertätigkeit und wird in unserem vereinfachten Modell auch als 

Gewinn der Unternehmen bezeichnet. Die Summe des Einkommens aus un- 

selbständiger Tätigkeit (Lohneinkommen) und aus Unternehmertätigkeit 

heißt das Volkseinkommen. ImHinblick auf die Verträglichkeit dieser 

Begriffsbildung mit der volkswirtschaftlichen Literatur sei erwähnt, 

daß das Volkseinkommen in diesem Grobmodell wegen der Abwesenheit 

von Steuern wertmäßig mit dem Nettososialprodukt zu Marktpreisen und 

dieses wegen der Abwesenheit von Abschreibungen mit dem Bruttosozial- 

produkt übereinstimmt. 

In Abbildung 34.2 ist das gesamtwirtschaftliche Produktionskonto 

in schematischer Form dargestellt. 

  

  

  

        
  

Gesamtwirtschaftliches Produktionskonto 

Ausgabenseite Einnahmenseite 

C = Verkäufe von 

Y = Volkseinkommen Konsumgütern 

(insbesondere 
Wertschöpfung 

Löhne, Gehälter, I = Verkäufe von In- 

Gewinne) vestitionsgütern 

Abb. 34.2 

Das Grundprinzip für unsere definitorische Beschreibung des Produk- 

tionskontos - wie auch später für die anderen Konten - ist, daß 

alles, was an Einnahmen auf der einen Seite des Kontos erzielt 

wird, auf der anderen Seite (hier als das Einkommen der Haushalte) 

wieder verteilt wird; in Kurzform: 

Einnahmen = Ausgaben 

oder allgemeiner: 

Zufluß = Abfluß 
(34.1) 

Für das Produktionskonto folgt also unmittelbar die Gleichheit der 

Wertschöpfung (= Summe aus Konsumeinnahmen C und Einnahmen aus Ver- 

kauf von Investitionsgütern I) und Auszahlungen des Volksein-
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kommens Y: 

Y=C+H+I (34.2) 

b) Das gesamtwirtschaftliche Einkommenskonto 

Die Ertragsseite des Einkommenskontos ist der Gegenposten zur Ver- 
wendungsseite des Produktionskontos. Das Volkseinkommen Y wird also 
voll auf dieser Seite verbucht. Das Einkommen kann zunächst einmal 
zum Zwecke des Konsums verwendet werden. Den nicht konsumierten Teil 
des Einkommens nennt man Ersparnis. Der Vorgang des Sparens ist also 
terminologisch identisch mit Konsumverzicht. (Entgegen einer nicht 
selten anzutreffenden Meinung ist jedoch das alleinige Anlegen von 
Bargeld - etwa in Form von Wertpapieren - kein Sparen, sondern 
stellt nur einen gegenseitigen Austausch von Forderungen dar.) 

In Abbildung 34.3 ist das gesamtwirtschaftliche Einkommenskonto 
schematisch dargestellt. 

  

Gesamtwirtschaftliches Einkommenskonto 

  

Ausgabenseite Einnahmenseite 
  

C = Konsumausgaben 

Y = Volkseinkommen 
Ersparnis 

Abb. 34.3 

  

un
 1       

  

Auch bei der Beschreibung dieses Kontos wurden die Begriffe - ins- 
besondere der des Sparens - so festgelegt, daß das Gesetz "Zufluß = 
= Abfluß" gültig ist. In Kurzform lautet die Gleichheit des Volks- 
einkommens Y und der Summe aus Konsum C und Ersparnis S: 

x = ee (34.3) 

Aus (34.2) und (34.3) folgt nun insbesondere 

I=5 (Keynes-Identität) (34.4) 

Investitionen und Ersparnis stimmen also für geschlossene Volks- 
wirtschaften in jeder Periode wertmäßig überein. 

ec) Das gesamtwirtschaftliche Vermögensänderungskonto 

Sparen bewirkt eine Vermögenserhöhung. Auf der Ertragsseite des 
Vermögensänderungskontos steht also die Ersparnis S von privaten 
Haushalten und Unternehmen. Es kann aber auch vorkommen, daß das 
Einkommen Y in einer bestimmten Periode unter den Konsumausgaben C 
liegt. Dies ist etwa beim verstärkten Konsumieren von Lagerbestän- 
den aus den Vorjahren der Fall. Dann ist die "Ersparnis'"S = Y-c 
in dieser Periode negativ und stellt somit eine Vermögensminderung 
dar. Auf der Verwendungsseite des Vermögensänderungskontos stehen 
die Ausgaben, die zum Kauf von Investitionsgütern notwendig sind. 
Die mit dem Kauf von Investitionsgütern gekoppelte Verschiebung im 

Bereich der individuellen Sachvermögen - etwa, wenn Anlagen den Be- 

sitzer wechseln - heben sich bei der gesamtwirtschaftlichen Betrach- 
tungsweise auf. Die Anlage, die der eine Unternehmer abgibt, erhält 
der andere; insgesamt fallen aber diese dasselbe Konto betreffenden 
Buchungen heraus. 

In vereinfachter Sicht der Dinge läßt sich die Wechselbeziehung 
zwischen Ersparnis und Investition so darstellen, daß die Güter, die
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auf Grund der Ersparnis nicht konsumiert werden, im Unternehmens- 

sektor bleiben und dort eine Investition darstellen. Je nachdem, 

ob dieser Effekt von den Unternehmen geplant war oder nicht, spricht 

man von geplanten oder ungeplanten Investitionen; Entsprechendes 

gilt auch im Hinblick auf die Ersparnis für die Haushalte. 

Diese Überlegungen geben der zunächst rein formal abgeleiteten Wert- 

gleichheit von Investitionen und Ersparnis - der Keynes-Identität 

(34.4) - nachträglich einen inhaltlichen Sinn. Wenn also auf der Er- 

tragsseite des Vermögensänderungskontos nur die Ersparnis verzeich- 

net ist, kann auf der Verwendungsseite nur die Investition auftre- 

ten. Schematisch ist das gesamtwirtschaftliche Vermögensänderungs- 

konto in Abbildung 34.4 dargestellt. 

  

Gesamtwirtschaftliches Vermögensänderungskonto 

  

Ausgabenseite Einnahmenseite 

  

I = Ausgaben für den Kauf S = Ersparnis 

von Investitions- 

gütern 

(= Warenwert der produ- (= nicht für Konsumzwecke 

zierten, aber nicht verwendetes Einkommen) 

für den Konsum verkauf- 

ten Güter)       
  

Abb. 34.4 

Um keine Mißverständnisse aufkommen zu lassen, weisen wir abschlie- 

Bend ausdrücklich darauf hin, daß das Vermögensänderungskonto die 

Stromgrößen "Ersparnis in der Periode ..." bzw. "Investitionen in der 

Periode ..." enthält. Es ist insbesondere nicht zu verwechseln mit 

einem denkbaren "Vermögenskonto", auf dem die Vermögensbestände ver- 

zeichnet sind. 

Vermögensänderungskonto 

     

    
(„unterlassener 

Verkauf“) („unterlassener 

Konsum“) 

Abb. 34.5 

Produktionskonto Einkommenskonto
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Die graphische Darstellung dieses einfachen Kontensystems in Form 
eines Kreislaufs in Abbildung 34.5 bringt den dynamischen Charakter 
dieses Wirtschaftsprozesses besonders deutlich zum Ausdruck. 

[34.2]ver Begriff der autonomen und der induzierten Investitionen 

Bei vielen wirtschaftlichen Modellen erweist es sich zum Zwecke der 
besseren Analysemöglichkeit als angebracht, die Investitionen in 
zwei sachlogisch getrennte Bestandteile zu zerlegen: 

a) Die autonomen Investitionen A 

Damit sind Investitionen gemeint, die nicht durch die Größe und das 
Wachstum des Volkseinkommens beeinflußt sind. Häufig ist dies nähe- 
rungsweise bei Staatsinvestitionen der Fall. Mathematisch ausgedrückt, 
sind die autonomen Investitionen keine Funktion des Volkseinkom- 
mens Y. 

b) Die induzierten Investitionen J 

Dieser Teil der Investitionen sei eine Funktion f des Volkseinkom- 
mens Y: 

J= £(Y) 

Im Rahmen der volkswirtschaftlichen Modellbildung wird diese Abhän- 
gigkeit meist in der einfachst möglichen noch sinnvollen Weise, nän- 
lich als Proportionalität postuliert: 

J=a-Y (34.5) 

Der Koeffizient a ist eine reelle Konstante. Es gilt also für die 
Gesamtinvestition I: 

I=A+rJ (34.6) 

Dem zeitlichen Verlauf des Wirtschaftsprozesses wurde bisher noch 
nicht in expliziter Weise Rechnung getragen. Die Ermittlung der 
volkswirtschaftlichen Aggregatgrößen C, I, S, A, J bezieht sich in 
der Praxis immer auf feste Zeitperioden (Berichtsperioden), wobei 
man meist von Jahresperioden ausgeht. Die Tatsache, daß die in Rede 
stehenden Größen für die Periode k, k +1) ermittelt worden sind, 
sei durch ihre Indizierung mit dem Index k angedeutet. Die Grund- 
gleichungen des Volkseinkommens lauten somit, von der Warenverwen- 
dung her gesehen (siehe Produktionskonto) 

% = C, + L, (für alle k) (34.7) 

und von der Einkommensverwendung (siehe Einkommenskonto) aus gese- 
hen: 

Y. = C + S, (für alle k) (34.8) 

In jeder Periode sind insbesondere Ersparnisse und Investitionen 
gleich: 

7 

Bei Aufteilung der Investitionen in autonome und induzierte Inve- 
stitionen geht (34.7) in die Gleichung 

Y = % + A, + I. (34.9) 

über.
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B4-3] Bemerkungen zur "ex-post"-Gleichheit von Investition und Ersparnis 

und zu den Beschränkungen des begrifflichen Rahmens 

Die Gleichheit von Investitionen und Ersparnis im Wirtschaftsprozeß 

stellt zweifellos eine gewisse Erkenntnis dar. Allerdings ist es 

eine prinzipiell andere Art der Erkenntnis, als sie beispielsweise 

in der Physik in dem von Galilei formulierten Fallgesetz zutage 

tritt. Letzteres ist eine aus der Beobachtung der Natur auf empiri- 

scher Basis durch unvollständige Induktion gewonnene Erkenntnis. Da- 

gegen beruht die obige Ableitung der Gleichung "I = S" überhaupt 

nicht auf der Beobachtung wirtschaftlicher Prozesse; sie ergibt sich 

allein daraus, wie wir die Begriffe definiert haben. Nur weil wir 

das Volkseinkommen als Summe von Konsum und Investitionen bzw. die 

Ersparnis als Differenz aus Volkseinkommen und Konsum definiert ha- 

ben, können wir auf die Gleichheit von Investition und Ersparnis 

schließen. Die Gleichheit von Investition und Ersparnis ergibt sich 

also insbesondere nicht aus den einer Berichtsperiode zugrundelie- 

genden Planungen, sondern erst nachträglich durch geeignetes "Ein- 

sortieren" der wirtschaftlichen Vorgänge in die hier gewählten be- 

grifflichen Kategorien. Man bezeichnet demgemäß (34.4) im wirtschaft- 

lichen Bereich auch als eine "ex-post"-Gleichheit. Erkenntnistheo- 

retisch gesehen ist die Gleichheit von Investition und Ersparnis 

also von derselben Art wie die Aussage, daß alle Kinder von Jungge- 

sellinnen unehelich sind. Sie ergibt sich rein aus dem begrifflichen 

Rahmen und den logischen Schlußregeln. Wen das beunruhigt, der sei 

darauf hingewiesen, daß schließlich die ganze Mathematik erkenntnis- 

theoretisch von dieser Art ist. Allerdings sind ihre Aussagen und 

ihre logischen Ableitungen erheblich komplexer und begrifflich tief- 

schichtiger, als es in den obigen beiden Beispielen der Fall ist. 

Die eingangs gegebenen Definitionen der volkswirtschaftlichen Grund- 

begriffe sind also absolut willkürlich, aber das sind Definitionen 

immer. Die Rechtfertigung eines die Realität beschreibenden Begriffs- 

systems, das heißt eines Modells, ergibt sich letztlich nur aus der 

"Brauchbarkeit" dieses Modells im weitesten Sinne. Daß die hier ver- 

wendeten Begriffe eine gewisse Berechtigung besitzen, ergibt sich 

u.E. daraus, daß sie - sei es in dieser, sei es in einer unschwer 

zu bewerkstelligenden ausdifferenzierten Form - in den Wirtschafts- 

wissenschaften durchaus üblich und gängig sind und auch im wirt- 

schaftsstatistischen Bereich Anwendung finden. 

Abschließend noch einige Bemerkungen zu den Grenzen und Beschrän- 

kungen der eingangs gegebenen Beschreibung des Wirtschaftsprozesses. 

Die in diesem Paragraphen erarbeitete Beschreibung des Wirtschafts- 

kreislaufs ist sehr grober Natur und enthält eine Fülle von verein- 

fachenden Annahmen. Im Hinblick auf reale Verhältnisse dürfte wohl 

die Ignorierung des Staates bzw. der öffentlichen Haushalte am gra- 

vierendsten sein. Damit entfallen alle Modellkomponenten, die das 

Steuerwesen (direkte und indirekte Steuern), die Subventionsthema- 

tik und den staatlichen Verbrauch betreffen. Der Staat übt sowohl 

Unternehmens- als auch Haushaltsfunktionen aus und muß in dieser 

Eigenschaft im oben beschriebenen Grobmodell je nach seiner Tätig- 

keit einer dieser beiden Sektionen zugeordnet werden. 

Die radikale Funktionstrennung (produziert wird nur in den Unter- 

nehmen, konsumiert nur in den Haushalten) birgt die Gefahr in sich, 

daß die Begriffe Unternehmen und Haushalt ihrer alltagssprachlichen 

Bedeutung entkleidet werden. Tatsächlich ist bei der Entwicklung 

einer systematischen Terminologie gelegentlich eine gewisse präzi- 

sierende Modifizierung des alltagssprachlichen Wortgebrauchs not- 

wendig, weil die Alltagssprache häufig nicht eindeutig und im not- 

wendigen Maße konsequent ist.
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Die Annahme, daß es sich um eine geschlossene Volkswirtschaft hand- 
le, ist für Staaten mit hohem Außenhandelsanteil natürlich gravi- 
render als für Staaten, bei denen der Umfang des Binnenhandels den 
des Außenhandels weit übersteigt. 

Der Begriff der geschlossenen Volkswirtschaft ist übrigens nicht zu 
verwechseln mit dem des geschlossenen Wirtschaftskreislaufs, der be- 
sagt, daß jedes einzelne der betrachteten Konten ausgeglichen sein 
soll, daß also für jedes einzelne der Konten die Bedingung "Zu£fluß = 
= Abfluß" erfüllt sein muß. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß das in der realen Wirt- 
schaftspraxis auftretende Phänomen der Preisveränderungen für die 
Definition und Vergleichbarkeit von wirtschaftlichen Aggregatgrößen 
erhebliche Probleme aufwirft, deren Diskussion den hier gesteckten 
Rahmen jedoch sprengen würde. 

835 Modelle ohne induzierte Investitionen 

Die nationalökonomische Grundgleichung (34.7): lautet in Abwesenheit 
induzierter Investitionen: 

Y. = Ce + A, (35.1) 

Den Modellen dieses Paragraphen liegt stets die Hypothese zugrunde, 
daß der Konsum C, in der Periode [k. k +1) ein fester Bestandteil des 

Volkseinkommens Yo der vorangegangenen Periode ist: 

Ewa; (35.2) 
Wirtschaftlich sinnvoll ist für den Koeffizienten a der Bereich 

O0<as<l. 

Gleichung (35.1) geht über in 
Yerı = aY, = A (33..3) 

Da die Investitionen Acyı autonomer Natur sind, also durch Defini- 

tion nicht von Y, abhängen, stellt (35.3) eine lineare Differenzen- 

gleichung erster Ordnung mit Inhomogenität Mi ı= By, dar. Die wei- 

tere Diskussion der hier behandelten Modelle vollzieht sich anhand 
unterschiedlicher Vorgaben für die Funktion A, der autonomen Inve- 
stitionen. 

85.1] Einmaliger Investitionsstoß 

Zum Zeitpunkt k=0 finde ein Investitionsstoß A_ statt; für kzil 
sei A, =0. Dann ist D 

Yo +, 

Y = c, = arY, 

Ya a ae > A (35.4) 

Die Werte des Volkseinkommens bilden dann also eine geometrische 
Folge.
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Aufgabe 35.1 

Stellen Sie das Volkseinkommen Y,. bei der folgenden Investitions- 

situation dar: 

  

Ir 

AtT—--- ---- - -— + 

A| -#-- +- -- 9-9 0629002 

i 2. ki k ki k 
Abb. 35.1 u “= 

Das heißt: I. = A, = konstant für K kr 

I = A >A. 
Ko 1 0 

B5.2] Arithmetisch steigende Investitionen 

Die autonomen Investitionen werden in jeder Periode um einen festen 

Betrag B erhöht (Bz2 0): Es sei also 

Aa = A. + B= A, + (k+1)-B. (35.5) 

Die volkswirtschaftliche Grundgleichung 

Y -a:Y = A + (k+1)-B (35.6) 
k+1 k 0 

ist dann eine lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit li- 

nearer, im Falle B=0 mit konstanter Inhomogenität. 

Die zugehörige homogene Gleichung hat die allgemeine Lösung 

£ = root. (35.7) 

Dabei ist r eine reelle Konstante. Eine spezielle Versuchslösung 

der inhomogenen Gleichung hat nach Tabelle 18.1 die Form 

ır = u+rVvek. (35.8) 

Die unbestimmten Koeffizienten u und v sind dadurch festgelegt, daß 

%r die Gleichung (35.6) zu erfüllen hat. Dies ergibt: 

u+v-(k+1l) -a-u-a-v-k = Ro + (k +1) -»B 

Der Vergleich der Koeffizienten von k! und x ergibt: 

v-av=B 

utrv-a-u=A +B 

  

  

  

oO 

Für a# 1 ist also 
_ B Ba a 

vera wu 
(1-a) 

A. (1-a) -a-B 
y# =D + 3_x (35:9) 

l-a 
(1-a)?
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Aufgabe 35.2 

Überprüfen Sie durch direktes Einsetzen, daß (35.9) eine spezi- 
elle Lösung von (35.6) ist. 

Die allgemeine Lösung von (35.6) lautet also: 

= - a:B k B = At a) a 
Ye ET = (35.10 

(1-a)? 
Bei Vorgabe des Anfangswertes Y, wird die Konstante r festgelegt auf 

A (1-a)-a-B 
r=y - “eu, 

o (1-a)% 

Die entsprechende Lösungsfolge lautet dann: 

A (1-a)-a-B B A (1-a)-a-B 
Y = (Y m — 128 + T-3 '* F aD (35.11) 

k oO (1-a) 
(1-a)% 

Hierin ist insbesondere mit B=0 der Fall konstanter Investitionen 
(pro Periode) enthalten, bei dem sich (35.11) folgendermaßen ver- 
einfacht: 

Ro k An Y, = (X, = ses) + er (35.12) 

Für k—o strebt das Volkseinkommen in diesem Fall der konstanten 
Lösung 

  

zu. 

35.3] Geometrisch wachsende Investitionen 

Für die autonomen Investitionen gelte 

Aryı = WA» (35.13) 

In expliziter Form lautet A: demzufolge: 

A, = wK.A (35.14) 
Die Grundgleichung (35.3) nimmt jetzt die Form 

Y -a-Y = wtla (35.15) 
k+1l k oO 

an. Die zugehörige homogene Gleichung besitzt die allgemeine Lö- 
sung: 

y,® Ciak (35.16) 

Nach Tabelle 18.1 ist es sinnvoll, eine Versuchslösung der Form 

En - Ciwk (35.17) 

zu suchen. Dies kann natürlich nur im Falle w=a zum Erfolg führen, 

weil (35.17) sonst eine Lösung der homogenen Gleichung darstellt. 
Es sei also w=za. Durch Einsetzen der Lösung (35.17) in die zu er-
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füllende Gleichung (35.15) erhalten wir für w*#0: 

wo 
  I = 

& we-ä 

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (35.15) lautet also: 

  

    

vet (35.18) 
K w-a 

Die durch den Anfangswert Y, bestimmte Lösung ist: 

w+A A 
u 0 Kk 0 k+l 

%, ® (Yo galt a ee (35.19) 

Sonderfall: w= a 

Dies bedeutet wegen 0 <a<L1l, daß die Investitionen geometrisch fal- 
len. Entsprechend der Vorgehensweise bei Mehrfachwurzeln ersetzen 

wir (35.17) durch die Versuchslösung 

y* = C'ıkeat. (35.20) 

In (35.15) eingesetzt, ergibt das mit a*=0: 

C'olk#lleat"? - a-ltıkea" = attıın, 

el 2.3, 

Die allgemeine Lösung von (35.15) lautet also im Falle a=w: 

k k 
ya + A,k-a (35,21) 

Die durch den Anfangswert Yo bestimmte Lösung ist in diesem Fall: 

k k 
2. Fra + Ay'k-a (35.22) 

In den bisher behandelten Fällen mit fehlenden induzierten Investi- 
tionen stellt sich das Interaktionsgefüge von autonomen Investiti- 
onen A, Volkseinkommen Y und Konsum C schematisch wie folgt dar. 

A—Y =—=c 
Abb. 35.2 

Liegen induzierte Investitionen J vor, so ist dieses Schema folgen- 
dermaßen zu erweitern: 

Abb. 35.3
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836 Modelle mit induzierten Investitionen 

ß6.1] Die Grundannahmen der Modelle von Samuelson, Harrod und Hicks 

Nach wie vor gelte im folgenden die Hypothese, daß der Konsum , in 

der Periode [k. k+1) proportional zum Volkseinkommen der VER 
de sei: 

C. = a-Y,_, (36.1) 

Die Differenzierung der Modellbildung vollzieht sich anhand von An- 
nahmen über die autonomen Investitionen Ar von denen wir einige 

Versionen in $ 35 kennengelernt haben, und anhand von Hypothesen 
über die Natur der induzierten Investitionen I: Die folgenden Mo- 

delle unterscheiden sich hinsichtlich der Annahmen, ob die induzier- 
ten Investitionen Ir vom Volkseinkommen oder nur vom Konsum abhän- 

gen und welche Perioden dabei eine Rolle spielen. Die funktionale 
Form der Abhängigkeit wird dabei stets als Proportionalität postu- 
liert. Da der Konsum © seinerseits proportional zum Volkseinkommen 

der Vorperiode ist, Ge die Abhängigkeit der induzierten Inve- 
stitionen vom Konsum mathematisch dasselbe wie eine Zeitverschiebung 
um eine Periode 

a) Modell von Samuelson 

T,. = b-ac,_, = I (E. - u) (36.2) 

A, = Au = konstant (36.3) 

Die Grundgleichung (34.7) lautet somit bei Samuelson: 

EP a 
oder 

Ygs al] FRIet + a-b-Y, = A, (36.4) 

b) Modell von Harrod 

3, = EN = clX, - Zn} (36.5) 

B =0 (36.6) 

Bei den Annahmen von Harrod geht (34.7) über in 

Y. = aY,_, + ck, - oa! 

oder 

(1 et .o + (e-a).Y, =0 (36.7) 

c) Modell von Hicks 

I. = d+sY,._. = u en - Yu...) (36.8) 

= zagR A, = Ro w (36.9) 

Bei Hicks lautet die Grundgleichung somit 

vyeay +AwW+dlt ,-Y.) 
k k-1 0 k-1 k=-2
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oder 

Yes - (latd)-Y +d-y, = A ei ale (36.10) 
k+l O 

Der Grundgleichung nach stellen die Werte des Volkseinkommens im Mo- 
dell von Harrod eine geometrische Folge dar. 

Die homogenen Gleichungen nach Samuelson bzw. Hicks unterscheiden 
sich von der mathematischen Form her praktisch nicht, denn mit 
d:=ab geht der homogene Teil von (36.10) in den von (36.4) über. 
Umgekehrt kann, abgesehen vom wirtschaftlich sinnlosen Fall a=0, 

stets b durch a ersetzt werden. 

Die Modelle von Hicks und von Samuelson unterscheiden sich also nur 

durch die den inhomogenen Bestandteil der jeweiligen linearen Dif- 

ferenzengleichungen ausmachenden autonomen Investitionen. 

6.2] Das Modell von Samuelson 

Ein Blick zurück zeigt, daß die Grundgleichung (36.4) nach Samuelson 
in der mathematischen Form voll mit der Lagerhaltungsgleichung 

(32.9) übereinstimmt. Dabei ist in (32.9) nur I durch Ay und b durch 

b-1 zu ersetzen. Wir können die dort gefundenen Lösungen also un- 
mittelbar auf das Modell von Samuelson übertragen und erhalten das 
Ergebnis: 

Satz 36.1 

Das charakteristische Polynom 

2 
p(m) = m” - a-(1+b)-m + ab 

der zum Modell von Samuelson gehörenden Gleichung (36.4) hat die 
Wurzeln 

_ a-(1+b) 1/2 Fu Mi; Ben Er ya (1+b) 4 ab 

1 m = arlieBl _ Sfa?tı + D)? - 4ab 

Für a#= 1 existiert die konstante Lösung von (36.4) 

  
l-a 

sie ist im Falie a E stabfi. 
Die allgemeine en von (36.4) lautet also im Falle m@m,: 

k k Ro 
„en * cm, az (36.11) 

Im Falle m,=m,=: Mm ist die allgemeine Lösung 

-K „iR A, 
cm + E!kM Fr IE (36.22) 

Letzteres ist, bei verschwindender Diskriminante, der Fall für 

a=0 (wirtschaftlich nicht sinnvoll) 

as ib (36.13) 
(1+b)  
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Der "funktionale" Typ der Lösungsfolgen ist wesentlich durch die 
Dichotomien konvergent und divergent bzw. oszillierend und nicht os- 
zillierend bestimmt. Nach Satz 36.1 treten diese Lösungstypen in 
den folgenden Fällen auf: 

Fall 1: a?(1+b)? - 4ab«<0 

Dies ist für a> 0 gleichwertig zu a a . In diesem Fall sind 
(1+b) 

die Wurzeln m und m, komplex; die Lösungen sind dann nach $ 33 os- 
zillierend. 

Fall 1.1: a< 

Die Lösungen verlaufen gedämpft oszillierend. 

o
l
 

Fall 1.2: a >+ 

Nie Lösungen verlaufen divergent oszillierend. 

4b 

(1+b) 
Die Wurzeln m, und m, sind reell. 

Fall 2: a> 

Fall 2.1: a<z 

Die Lösungsfolgen konvergieren nicht oszillierend. 

Fall 2.2 a>: 
Die Lösungsfolgen divergieren nicht oszillierend. 

In Abbildung 36.1 sind diese Fallunterscheidungen in übersichtli- 
cher Form zusammengefaßt. 

   
    

   
     

Wurzeln reell; 
Lösung divergent 
(nicht oszillierend) 

a 
_(d+b} 

_    
   

; Wurzeln komplex; 
$ Lösung konvergent (oszillierend        

  

Abb. 36.1
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Aufgabe 36.1 

Zeigen Sie: Für b>1 ist 

Eh, 
(1+b)° h 

Ziehen Sie daraus Folgerungen für Abbildung 36.1 

Aufgabe 36.2 

Suchen Sie eine spezielle Lösung Y+ der Gleichung (36.4) für 

den Fall, daß a=1 ist (wenn also keine konstante Lösung exi- 

stiert). 

ß6.3] Das Modell von Hicks 

Der homogene Teil der Grundgleichung (36.10) 

+ d-y, = A Pu (36.14) x - (atd)-Y ö 
k+2 k+l 

stimmt der Form nach mit dem des Modells von Samuelson überein und 

hat demnach die allgemeine Lösung: 

a) Im Falle verschiedener Wurzeln des charakteristischen Polynoms: 

  

Bm K vum K 
Y, =cC m, He Mm, (36.15) 

mit 

.ard, 1 2 _ m, = 5 + 5 (a+d) 4d 

„a+rd_./ 2 _ m, = 3 3 (atd) 4d 

b) Im Falle m, En, ® m: 

N. * C-mf + c'-K.m“ (36.16) 

Diese Lösungen der homogenen Gleichung konvergieren nach Satz 36.1 

wegen b = & gegen Null, wenn d<l ist. 

Eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung ist nach Tabelle 

18.1 in der Form 

yYk = Crew* 
k 

zu suchen. Der unbestimmte Koeffizient C* ergibt sich durch Einset- 

zen in (36.14) 

  

erwkt2 _ (ara). + chf = ya a 

im Falle w? - (a+d)-w+d=0 (d.h. w=m, und w=m,) zu 

Ayw? 
CH = 

w? = (a+d)w+d 

Die spezielle Lösung 

A 
[6) k+2 * er. Je 8:17 

. F w (3 ) 
w” - (a+d) w+td
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ergibt dann im Zusammenhang mit (36.15) bzw. (36.16) jeweils die 
allgemeine Lösung der Grundgleichung (36.14). 

Der Typ der Lösungsfolgen (36.15) bzw. (36.16) ist in Abhängigkeit 
von den Koeffizienten a und d im folgenden Schema gekennzeichnet. 
Die Diskussion erfolgt wie im Abschnitt [36.2]. 

  

la+d” 2 dd (a+d”< 4d 
  

Wurzeln reell; 
d<l Lösung konvergent 

Wurzeln komplex; 
Lösung oszillierend 
und konvergent 

  

Wurzeln reell; 

d>1} Lösung divergent 
Wurzeln komplex; 

Lösung oszillierend         und divergent 
  

Tab. 36.1 

Im (d, aJ)-Diagramm stellen sich die entsprechenden Bereiche wie 
folgt dar: 

_ 
Wurzeln reell; 
Lösung Wurzeln reell; 
konvergent di Lösung divergent 

      

  

(nicht a4 
oszillierend) 

(nicht oszillierend) 

  

   

1 ee 
(d. h.: (a+ d)? = 4d) 

Wurzeln komplex; 

me > 
0 1 2 3 d 

Abb. 36.2 

Aufgabe 36.3 

Beschreiben Sie den Typ der Lösungsfolgen für solche Parameter- 

werte a, b und d, für die (b, a) in Abbildung 36.1 bzw. (d, a) 
in Abbildung 36.2 auf einem der Kurvenstücke liegt. 

Aufgabe 36.4 

Führen Sie mit verschiedenen Koeffizienten Programmläufe anhand 

des Universalprogrammes aus Aufgabe 18.7 durch, bei denen Sie 

Anfangswerte Yo und Y], entsprechend den Modellen von Samuelson 

und Hicks "hochrechnen". Vergleichen Sie die Ergebnisse.



$36 Modelle mit induzierten Investitionen 263 

Aufgabe 36.5 

Modifizieren und verallgemeinern Sie die Modelle von Hicks und 

Samuelson durch 

a) Betrachtung allgemeinerer Inhomogenitätsfunktionen (autonome 
Investitionen linear, polynomial, trigonometrisch, vom ge- 
mischten Typ); 

b) Berücksichtigung mehrerer Vorperioden bei der Darstellung 
der induzierten Investitionen: 

I Be Ei 

Führen Sie die Diskussion auf empirischer Basis ("Hochrechnen" 

von festen Anfangswerten aus) und anhand geschlossener Lösungen 

durch.
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VIII ANWENDUNGEN IN DER PHYSIK 

Eine der wichtigsten Aufgaben der Physik besteht darin, physikali- 
sche Prozesse quantitativ zu beschreiben und ihren zeitlichen Ver- 
lauf aus der Kenntnis der äußeren Bedingungen, unter denen sie ab- 
laufen, vorherzusagen. Typische Beispiele dafür sind die Bewegung 
eines Himmelskörpers unter dem Einfluß der Gravitationskräfte einer 
vorgegebenen Massenverteilung oder der zeitliche Verlauf von Span- 
nung und Stromstärke in einem elektrischen Schwingkreis, dessen ohm- 
scher Widerstand, Kapazität und Induktivität bekannt sind. 

Solche Beschreibungen werden meistens mit Hilfe von Funktionen durch 
geführt, die für jeden Zeitpunkt den Wert der interessierenden Pphy- 
sikalischen Größen angeben. Diese Vorgehensweise unterstellt, daß 
physikalische Größen zu jedem beliebigen Zeitpunkt gemessen werden 
können, was in Wirklichkeit offensichtlich nicht zu realisieren ist. 
In der Praxis sind Messungen nur zu relativ wenigen, bestimmten 
Zeitpunkten möglich, so daß man aus den Messungen lediglich diskrete 
Folgen und keine kontinuierlichen Funktionen aufstellen kann. Die 
übliche Vorgehensweise ist dann, kontinuierliche Funktionen zu su- 
chen, deren Einschränkungen auf diskrete Zeitpunkte möglichst gut 
mit den aufgenommenen Meßreihen übereinstimmen. 

Häufig kennt man Zusammenhänge zwischen den Werten einer physikali- 
schen Größe zu verschiedenen, meist aufeinanderfolgenden Zeitpunk- 
ten. In diesem Fall eignen sich Differenzengleichungen zur Beschrei- 
bung des Problems. Die Lösung der Differenzengleichung ist eine Fol- 
ge, die den zeitlichen Verlauf der betrachteten Größe beschreibt. 
Verkleinert man die Zeitspanne zwischen zwei Zeitpunkten immer wei- 
ter, so nähert sich die Folge im allgemeinen einer kontinuierlichen 
Funktion an. 

Wie Folgen und Differenzengleichungen zur Beschreibung und Vorher- 
sage von physikalischen Prozessen verwendet werden können, soll im 
folgenden an einigen wenigen ausgewählten Beispielen demonstriert 
werden. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Mechanik, der Lehre von 
Kraft und Bewegung. 

837 Beschreibung von Bewegungen 

[37.1] Registrierung von Bewegungen 

Für die Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes auf einer ge- 
raden Linie wählt man sich ein Bezugssystem (zeitlich und örtlich) 
sowie den Abstand At der Zeitpunkte, zu denen die Position des Mas- 
senpunktes registriert werden soll. Der Bewegungsablauf ist dann 
beschrieben, wenn man eine Folge (s,) findet, bei der das Folgen- 

glied s."3 die Position des betrachteten Punktes zum Zeitpunkt 

t=k-at angibt. Für die experimentelle Ermittlung von (s,) - selbst- 

verständlich erhält man nur endlich viele Folgenglieder - stehen im 
Schulunterricht zwei relativ einfache Methoden zur Verfügung: stro- 
boskopische Aufnahmen und das Staubfigurenverfahren (von der Firma 
Kröncke entwickelt). 

Bei der ersten Methode wird der Körper, dessen Bewegung registriert 
werden soll, in einem verdunkelten Raum durch ein Stroboskop - eine 
Art Blitzgerät - in regelmäßigen Abständen beleuchtet. Dabei sind 
1000 Blitze pro Sekunde ohne weiteres möglich. Fotografiert man die-
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sen Vorgang mit dauernd geöffnetem Kameraverschluß, so sind auf dem 

Bild die Positionen des Körpers zu den Zeitpunkten sichtbar, an de- 
nen ein Blitz erfolgte. Abbildung 37.1 zeigt die stroboskopische 
Aufnahme der Bewegung einer Kugel auf einer waagerechten Ebene, und 

Tabelle 37.1 bringt ihre Auswertung. 

  

  

  

  

Ma 1 Mm a RM M mM Mi MM m \ 

fe 
Dh, ne 
I | | I I I ı 1 1 ı 

At=0lsı 1 ı 1b 0 

Abb. 37.1 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 cm 

t=k-4t Ss, bzw. St 

k in s inm 

0 0 0 

1 0,1 0,08 

2 0,2 0:16 

3 0,3 0,24 

4 0,4 032 

5 0,5 0,40 
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7 | 0,56 
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9 0:9 0:72 

Tab, ar, | 4° E A           
Beim Staubfigurenverfahren wird die Bewegung eines Wagens auf einer 
Bahn registriert. Dazu werden ein mit Schwefelpulver bestreuter Iso- 
lierstreifen in der Mitte der Bahn und der Wagen über einen hohen 

Schutzwiderstand an die Netzspannung gelegt. Der Wagen hat über ei- 

nen Schleifer Kontakt mit dem Isolierstreifen (vgl. Abbildung 
37) a 
  

    

REEL      
    

Abb. 37.2 Schienen Schleifer lIsolierstreifen mit Schwefel 

Je nach Polarität der Spannung werden die Schwefelteilchen vom 

Schleifer angezogen oder abgestoßen. Da die Frequenz der Netzspan- 

nung 50 Hz beträgt, erhält man in jeweils 35 Sekunde eine Verdich- 

tung und eine Verdünnung des Schwefelpulvers. Die Position des Wa- 
gens läßt sich so in Zeitabständen von 0,02 s registrieren. Eine 
genauere Beschreibung mit ausführlichen Versuchsanleitungen findet 

man im Begleitheft zum Experimentiergerät der Firma Kröncke. 

Abbildung 37.3 zeigt einen Ausschnitt der Aufnahme, Tabelle 37.2 
bringt die Auswertung der Bewegung auf einer schiefen Ebene.
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Isolierstreifen mit Staubmarken 
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1 0,02 a 
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3 0,06 21,9 
4 0,08 29,6 
5 0,10 av. 
6 0,12 45,6 
7 0,14 53,9 
8 0,16 62,4 
9 0,18 71,1 

10 0,20 80,0 

Tab. 37.2 | +! 0,22 89,1 
  

[37.2] Bewegungen mit konstanter Geschwindigkeit 

Der einfachste Typ von Bewegungen ist der, bei dem ein Körper in 

gleich langen Zeitabschnitten gleiche Strecken zurücklegt (vgl. 
Abb. 37.1 und Tab. 37.1). Für die diese Bewegung beschreibende Fol- 
ge (s,) gilt: 

s, = as, = konstant (37.1) Skıl 7% k 

Beim Übergang zur Zeitvariablen t ist zu beachten, daß der absolute 

Zuwachs der zurückgelegten Strecke von der Dauer At eines Zeitin- 

tervalls abhängt. Gleichung (37.1) läßt sich dann folgendermaßen 

schreiben: 

= zu = vw 7. hs, She Ss, v+At (37.2) 

Die Konstante v (engl.: velocity) nennt man die Geschwindigkeit, mit 
der sich der Körper bewegt. Für sie gilt: 

s - 5 As 
_ _t+ädt te: „ t 
En (37.3) 

Legt der Körper in gleichen Zeitabschnitten verschieden große 
Strecken zurück, so nennt man den jetzt nicht mehr konstanten Quo- 

tienten
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s - ss 
= TER E, t 

ve at at Se 

die mittlere Geschwindigkeit (Intervall-, Durchschnittsgeschwindigkeit) 
im Zeitintervall [E+ t + At) bzw. [k-ät, (k+1) -At). Hält man einen be- 

stimmten Zeitpunkt t fest und verkleinert At immer weiter, so wird 
As 

auch As, beliebig klein, aber der Quotient in nähert sich bei fast 

allen physikalischen Bewegungen einem festen Wert. Diesen Grenzwert 
As 

des Differenzenquotienten — bezeichnet man als die Momentangeschwin- 

digkeit v(t) zum Zeitpunkt t: 

Se+ät _ Sr 
v(t) = lim FE 

At—0 

Kennt man bei einer gleichförmigen Bewegung (v = konstant) die Ge- 

schwindigkeit v und die Anfangsposition Sy, SO läßt sich daraus 

die Position des Körpers zum Zeitpunkt t =k-At berechnen. Wegen 

(37.2) ist (s,) bzw. (s,) eine arithmetische Folge, und nach Auf- 

gabe 1.10 gilt: 

Ss." Sg + k-v.At 

bzw. 

s."s,+rvt (3753)] 

Die Vorhersage der Position des Körpers hängt nicht davon ab, wie 
groß die Zeitspanne At gewählt wird. Setzt man also die so erhal-- 

tene Folge zu einer kontinuierlichen Funktion fort, so erhält man 

s(t) = s, + v-t (£für teR). (37.6) 

Aufgabe 37.1 

a) Geben Sie eine Funktion an, die die in Abbildung 37.1 regi- 

strierte Bewegung beschreibt. 

b) Wo würde sich die Kugel nach 2,5 Sekunden befinden? 

c) Wie lange würde sie benötigen, um 1 Meter zurückzulegen? 

9,2] Bewegungen mit nichtkonstanter Geschwindigkeit 

In Abbildung 37.3 und Tabelle 37.2 ist eine Bewegung aufgezeichnet, 

bei der die Geschwindigkeit nicht konstant ist. Man findet jedoch 

sehr schnell, daß die Folge der Differenzen (ds,) eine arithmeti- 

sche Folge bildet; (s,) ist also eine Folge mit konstanten zweiten 

Differenzen. Dividiert man die Folge der ersten Differenzen durch 

ät, so erhält man die Folge {v,) der mittleren Geschwindigkeiten: 

vo. Seıat ” Fr 
t At 

Die durch At dividierte Folge der Differenzen von [Mel gibt die je- 

weilige Änderung der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit an. Man nennt 

sie die Folge der mittleren Beschleunigungen (a,) (engl.: acceleration). 
Für sie gilt:
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Ss -s S -5 
  

  

v y t+2At t+ht _ "trat t 
a, re t _- At At 

t at At 

erh” ran" ee 
(37.7) 

(At) 

Die in Abbildung 37.3 und Tabelle 37.2 registrierte Bewegung ist al- 

so eine Bewegung mit konstanter Beschleunigung a, eine geradlinige, 

gleichförmig beschleunigte Bewegung. Kennt man die konstante Be- 

schleunigung a, mit der sich ein Körper bewegt, sowie seine Anfangs- 

position und seine Anfangsgeschwindigkeit, so läßt sich die Ge- 

schwindigkeitsfolge (v,) und die Folge (s,) der Positionen berechnen. 
Nach (37.7) gilt: ® e 

a = as ker” Ye 
k At 

Vegy Ey, = a,dt 

Wegen Aufgabe 1.10 folgt: 

v5 Ma” k-a-at 

bzw. 

u = y, + a-t (37.8) 

Da die Folge der zweiten Differenzen von (s,) den konstanten Wert 

a- (At) hat, erhält man aus Abschnitt 5-2] mit leichten Umrechnun- 
gen: 

= = Kelk = Lh... 2 a, a 5 Kelle, S.’* > a (at) 

Einsetzen von v„.ät für s,78, ergibt: 

= k-(k-1), 2 
Ss... * k-v,.Aat 4 a- (At) 

= ne Ay? a A, 2 ; Ss. = 5, + Vorkrat + ZkÜlat) z.k- lat) (37,9) 

Dasselbe Resultat erhält man auch durch folgende Überlegungen: 

Sc4i u Sk - vst 

> _ = - . ” = “ *»ä» 2 SH 5. ® IV + k-a-At)-At vo At + k+a- (At) 37; L0) 

Die Gleichung (37.10) ist eine lineare Differenzengleichung erster 

Ordnung mit polynomialer Inhomogenität. Nach Abschnitt [18.4] hat 

sie eine Lösung der Form 

s.= ar Bk + wu” (37.11) 

Einsetzen in (37.10) und Koeffizientenvergleich liefert die Lö- 

sung (37.9). 

Aufgabe 37.2 

Setzen Sie (37.11) in (37.10) ein und führen Sie den Koeffizi- 

entenvergleich durch.
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Ersetzt man in (37.9) k-Aat durch t, so erhält man: 

a,2 
Eve + . = SL So Vo t + 5 t 

Um die Bewegung exakt vorhersagen zu können, müssen die Anfangspo- 

sition s_ und die mittlere Geschwindigkeit im ersten Zeitintervall 

Ss, -s 
v_ bekannt sein. Wegen Yo = = genügt auch die Kenntnis der bei- 

den Anfangspositionen So und S,- Sowohl Vo als auch Ss] sind bei klei- 

nem At experimentell nur ungenau bestimmbare Größen. Häufig ist je- 

doch die Momentangeschwindigkeit v(0) zu Beginn der Bewegung (t =0) 
bekannt. Zum Beispiel ist bei Beschleunigung aus der Ruhe heraus 
v(0) =0. Um zu einem Weg-Zeit-Gesetz anhand von Momentangeschwin- 

digkeiten zu kommen, muß man den Grenzübergang At — 0 durchführen. 

Man erhält so aus (37.12) die kontinuierliche Ortsfunktion 

- Stat (37.12) 

s(t) = s(0) + v(0)-t + Se (37.13) 

Dabei ist v(0) die Momentangeschwindigkeit, s(0) die Position des 
Körpers zum Zeitpunkt t=0. Wir fassen zusammen: 

Satz 37.1 

Für die Bewegung eines Körpers auf einer geraden Linie gelten die 

folgenden Gesetze: 

a) bei konstanter Geschwindigkeit v: 

Position: s(t) = s(0) + v-t 

b) bei konstanter Beschleunigung a: 

Geschwindigkeit: v(t) = v(0) + a-t 

Position: sit) = s(0) + v(0)-t + sr 

Aufgabe 37.3 

Zeigen Sie: Bei einer Bewegung mit konstanter Beschleunigung 

a ist die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t gleich der 
mittleren Geschwindigkeit im Zeitintervall von t - At bis t + At. 

Aufgabe 37.4 

Die in Abbildung 37.3 und Tabelle 37.2 ausschnittsweise regi- 
strierte Bewegung sei aus der Ruhe mit konstanter Beschleuni- 

gung erfolgt. 

a) Bestimmen Sie die Beschleunigung a und die Geschwindigkeit 
v(0) zu Beginn der Aufzeichnung. Beachten Sie dabei Aufga- 

be 37.3. 

b) Geben Sie die Orts- und die Geschwindigkeitsfunktion der in 

Abbildung 37.3 aufgezeichneten Bewegung an. 

c) Bestimmen Sie den Zeitpunkt und den Ort, an dem die Bewegung 

aus der Ruhe heraus gestartet wurde. 

d) Geben Sie eine Orts- und eine Geschwindigkeitsfunktion an, 

so daß s(0) =D und v(0) =D ist. 

Ist eine beliebige Beschleunigungsfunktion (a,) vorgegeben, so las- 

sen sich aus den Gleichungen (37.7) und (37.4) bei Kenntnis der ent- 

sprechenden Anfangswerte die Folge der Durchschnittsgeschwindigkei-
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ten IM.) und die Folge der Positionen (s,) berechnen. Je komplizier- 

ter (a,) ist, desto aufwendiger wird die Berechnung von I.) und 

(s,). Die Gleichungen 

We 7 R at-a, und 

Fe ” Fu Ben, (37.14) 

zeigen, daß diese Berechnungen jedoch völlig analog zur Behandlung 

von Summierungsproblemen verlaufen; vgl. Gleichung (20.1). Die Er- 

gebnisse aus $ 20 und $ 21 lassen sich also unmittelbar auf die Er- 

mittlung von vd und (s,) aus (a,) übertragen. Satz 20.1 besagt bei- 

spielsweise indiesem Zusammenhang: Läßt sich die Folge der mittle- 
ren Beschleunigungen ta,) als Polynom r-ten Grades darstellen, so 

ist die Folge der mittleren Geschwindigkeiten iv. ein Polynom vom 

Grade r +1 und die Folge der Positionen (s,) ein Polynom (r + 2)-ten 
Grades. t 

Aufgabe 37.5 

Die Geschwindigkeit eines Körpers ändere sich periodisch: 

v(t) = sinw-t; wer*+ 

Bestimmen Sie die zugehörige Ortsfunktion s(t) mit s(0) =0. 
Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse aus $ 21, Beispiel 2. 

Ist (a,) eine empirisch gegebene Folge, die nicht durch einen Term 

darstellbar ist, wie z.B. bei einer Autofahrt, so können (v ) und 
(s,) nur rekursiv nach (37.14) berechnet werden. t 

Aufgabe 37.6 

a) Schreiben Sie ein Programm zur rekursiven Berechnung von vw) 

und (s,). Die Werte von (a,) sollen dabei in Abständen von 

einer Sekunde eingegeben werden können. Für jede Sekunde 

sollen die jeweilige Geschwindigkeit und die Position ausge- 
druckt werden. 

b) Verwenden Sie das Programm zu folgendem Spiel: Ein Auto star- 

tet aus der Ruhe im Punkt A und soll in einem 200 m entfern- 
ten Punkt B wieder zum Stillstand kommen. In jeder Sekunde 

kann die Beschleunigung zwischen - 6 und 5 frei gewählt 
s s 

werden. (Negative Beschleunigung bedeutet Bremsverzögerung.) 

Versuchen Sie unter den angegebenen Bedingungen in möglichst 
kurzer Zeit von A nach B zu gelangen. 

c) Mögliche Erweiterung des Spiels: 

- Es steht nur ein begrenzter Treibstoffvorrat zur Verfügung. 

Um dem Auto eine bestimmte Beschleunigung zu erteilen, ist 
eine bestimmte Treibstoffmenge notwendig. 

- Auf der Strecke sind verschiedene Geschwindigkeitsbeschrän- 
kungen vorgeschrieben. 

- An bestimmten Stellen ist nur eine geringere Bremsverzöge- 
rung möglich, z.B. wegen Glatteis.
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838 Die Grundgleichung der Mechanik 

Bs.1] Herleitung der Gleichung 

Bei unseren bisherigen Überlegungen gingen wir meist davon aus, daß 

die Beschleunigung der betrachteten Bewegung bekannt ist. Die Ursa- 
che der Bewegung spielte dabei also keine Rolle. Aber erst die 

Kenntnis der Bewegungsursache und des quantitativen Zusammenhanges 
zwischen Ursache und Wirkung ermöglicht es, Bewegungsabläufe vor- 
herzusagen. 

Die Kraft als Ursache der Bewegung war schon seit dem Altertum be- 
kannt. Es bestand jedoch der fundamentale Irrtum, daß zur Aufrecht- 
erhaltung einer Bewegung eine ständige Antriebskraft vorhanden sein 

müsse (Aristoteles; 384 - 322 v. Chr.). Erst Galilei (1564-1642) er- 
kannte, daß sich ein Körper, auf den keine Kraft einwirkt, gerad- 
linig mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegt. Newton (1643 - 1727) 

gelang es, den quantitativen Zusammenhang zwischen Kraft und Bewe- 
gung zu formulieren. Diese Newtonsche Bewegungsgleichung, die Grund- 

gleichung der Mechanik, ist im Unterricht relativ leicht herleitbar. 

Die Alltagserfahrung zeigt, daß eine Bewegung mit um so größerer 
Beschleunigung abläuft, je größer die einwirkende Kraft ist. Die Be- 

schleunigung wird um so kleiner sein, je größer die Masse des be- 
schleunigten Körpers ist. Den prinzipiellen Versuchsaufbau zur Er- 

mittlung des quantitativen Zusammenhangs zwischen einwirkender 

Kraft F (engl.: force), Masse m des beschleunigten Körpers und Be- 
schleunigung a zeigt die Abbildung 38,1. 

  

  

  

Abb. 38.1 

Es sind zwei Versuchsreihen durchzuführen: 

1. Die einwirkende Kraft wird durch Anhängen verschieden schwerer 

Zugkörperchen systematisch variiert; die beschleunigte Masse 

bleibt unverändert. Die jeweilige Bewegung wird zum Beispiel 
durch das in $ 37 beschriebene Staubfigurenverfahren registriert. 

Meßergebnisse: 
- Die aufgenommenen Positionswerte 5. bilden eine Folge mit kon- 

stanten zweiten Differenzen, d.h., ein Körper führt unter dem 

Einfluß einer konstanten Kraft eine Bewegung mit konstanter 
Beschleunigung aus. 

- Die Beschleunigung a ist proportional zur beschleunigenden 
Kraft Ft: av F. 

2. Die einwirkende Kraft bleibt konstant; variiert wird die Masse m 

des beschleunigten Wagens. 

Meßergebnis: 

- Die Beschleunigung a ist umgekehrt proportional zur Masse m: 

1 
a 

m
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Faßt man diese beiden Ergebnisse zusammen, so erhält man: 

a % 

3
|
9
 

bzw. 

Fun ma (38.1) 

In Anbetracht der fundamentalen Bedeutung dieser Beziehung wurde 
die Einheit der Kraft so festgelegt, daß die Proportionalitätskon- 
stante in (38.1) den Zahlenwert 1 annimmt.Daher wird im Bundesge- 
setz über Einheiten im Meßwesen vom 2. Juli 1969 die Kraft nicht 
mehr als Grundgröße, wie bisher mit der Einheit 1 kp, sondern als 
abgeleitete Größe definiert. Mit den Einheiten der Masse (1 kg) und 

der Beschleunigung (1 „u lautet also die Einheit der Kraft: 1 u 
s s 

Diese Einheit wird zu Ehren des Entdeckers der Beziehung (38.1) 

Newton genannt und 1 Newton = 1AN abgekürzt: 1N = ‚Kam, 1 Newton 
5 

ist also gleich der Kraft, die einem Körper der Masse 1 kg die Be- 

schleunigung 1 a. erteilt. Mit dieser Krafteinheit lautet die Grund- 
s 

gleichung der Mechanik: 

F=m-a | (38.2) 

Mit dieser Gleichung und Satz 37.1 lassen sich alle Bewegungen, die 

unter dem Einfluß einer konstanten Kraft ablaufen, quantitativ be- 

schreiben. Eine Fülle von Anwendungen dazu findet man in jedem Ober- 
stufen-Lehrbuch zur Mechanik. Im folgenden wird je ein Beispiel mit 
konstanter und mit nicht konstanter Kraft beschrieben. 

38.2] Fallbewegungen 

Läßt man einen Gegenstand aus einer bestimmten Höhe fallen und re- 

gistriert diese Bewegung, z.B. durch stroboskopische Aufnahmen, so 
stellt man fest, daß sie mit konstanter Beschleunigung erfolgt. 
Nach der Grundgleichung der Mechanik (38.2) ist auch kein anderes 

Resultat zu erwarten, weil die beschleunigende Kraft, nämlich die 
Gewichtskraft G des Gegenstandes, konstant ist. Die Fallbeschleuni- 

gung g beträgt nach (38.2): 

g=S (38.3) 

Die Proportionalität zwischen der Beschleunigung g und der Gewichts- 

kraft G scheint die Alltagserfahrung, daß schwere Körper schneller 

fallen als leichte, zu bestätigen. Beachtet man jedoch, daß die Ge- 
wichtskraft G, die ein Körper erfährt, proportional zu seiner Mas- 

se m ist, so erhält man aus (38.3) das Resultat, daß alle Körper 
mit derselben Fallbeschleunigung g fallen, was durch Fallversuche 

in einer luftleer gepumpten Glasröhre leicht nachgewiesen werden 
kann. 

Die Bewegungsgesetze des freien Falls sind also für alle Körper 

Spezialfälle der in Satz (37.1) angegebenen Gleichungen, die für 

s(0) =0 und v(0) =0 gelten: 

Fallhöhe: ht) 1 2 
=gE 23 

U Fallgeschwindigkeit: wv{t) g-t (38.4)
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Erfolgt die Fallbewegung mit einer positiven oder negativen Anfangs- 

geschwindigkeit v(0), so spricht man von einem senkrechten Wurf nach 

unten bzw. nach oben. 

Wesentlich komplizierter zu beschreiben sind Fallbewegungen im luft- 

erfüllten Raum. Auf den Körper wirken jetzt zwei verschiedene Kräf- 

te ein: 

- weiterhin die Gewichtskraft G des Körpers, die sich wegen (38.3) 

in der Form 

G=mg 233,5) 

schreiben läßt, und 

- zusätzlich der Luftwiderstand Fr der mit zunehmender Geschwindig- 

keit stark anwächst. 

Aus empirischen Untersuchungen kennt man den folgenden näherungs- 

weise gültigen Zusammenhang: 

u 5 ge 
Fl = = c-V (38.6) 

Die Proportionalitätskonstante c hängt stark von den äußeren Be- 

dingungen des Fallversuchs ab. RE. ist negativ, da diese Kraft 

nach oben, also zur Gewichtskraft entgegengesetzt gerichtet ist. 

Die gesamte angreifende Kraft G+F, ist nicht mehr konstant. Da die 

Geschwindigkeit v von der Beschleunigung a abhängt und umgekehrt, 

1äßt sich die Beschleunigungsfunktion nicht unmittelbar angeben. 

Die Überlegungen aus $ 37 sind somit nicht direkt anwendbar. 

Um dennoch den Verlauf der Fallbewegung im lufterfüllten Raum nähe- 

rungsweise beschreiben zu können, zerlegen wir die Fallzeit in klei- 

ne Teilintervalle der Länge At. Wählt man At genügend klein, so kann 

man die einwirkende Kraft in jedem Teilintervall annähernd als kon- 

stant betrachten. Für das Teilintervall [k-4t, (k +1)-dt) = [t, t +At) 
erhält man dann aus (38.2) und (37.7) die diskretisierte Form der 

Grundgleichung: 

Sy+2 ” 25x41 * &x 
Er 

(At) 

2 
E „ fat) , 

Sk+2 ” 2 Sxrı % km Ex (38.7) 

Schreibt man (38.6) mit Hilfe von (37.4) um und setzt in (38.7) ein, 

so erhält man die Bewegungsgleichung des Falls im lufterfüllten 

Raum: 

2 Ss - 8 
_ lat)“ eo. (kt __k2 Bug "2 UT - (mg - cr RE ”) 

= - - 2 _ ö 2 
Sx42 ” 2 Syyı mes s,) er * gelpe [38.8] 

Gleichung (38.8) ist eine nicht-lineare Differenzengleichung, bei 

der das Auffinden der expliziten Lösung einige Kunstgriffe und ei- 

nen beachtlichen Rechenaufwand erfordert. Mit Hilfe eines Rechners 

läßt sich der Verlauf der Fallbewegung wesentlich bequemer hoch- 

rechnen. 

Aufgabe 38.1 

a) Schreiben Sie ein Programm zur iterativen Berechnung der 

Fallstrecke beim Fall im lufterfüllten Raum.
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b) Führen Sie mit At =0,05s einige Computerläufe mit verschiede- 

nen Werten für c durch. 
Realistische Zahlenwerte für c liegen um 0,001. 

Stellen Sie einige Lösungsfolgen graphisch dar. 

Eine etwas einfachere Differenzengleichung erhält man für die Ge- 
schwindigkeit beim Fall im lufterfüllten Raum. Ersetzt man a, durch 

v -v 
rel) so lautet die diskretisierte Form der Grundgleichung: 

W .-wv 
_ „k+1l k 

Kom Mn (38.9) 

Für die Fallgeschwindigkeit gilt also: 

Vv -v 
k+l k 2 ı— — — —— =:G + F = m - .v 

m At L 7 a 

Eu NE: 2 
= - —v”+ g-At 38410 

Yan Yr m k 3 ( 

Aufgabe 38.2 

a) Schreiben Sie ein Computerprogramm, das die durch (38.10) ge- 

gebene Folge für vorzugebendes c, ausgehend von v_=0, ite- 

rativ ausdruckt. 

b) Stellen Sie einige der Folgen graphisch dar und vergleichen 

Sie mit dem (v, t)-Diagramm beim freien Fall. 

Auch (38.10) stellt eine nicht-lineare Differenzengleichung dar, 

die mit einfachen Mitteln nicht zu lösen ist. Eine qualitative Aus- 

sage über den Verlauf von wi erhält man jedoch durch folgende 

Überlegung. Für die Änderung der Geschwindigkeit erhält man aus 

Gleichung (38.10): 

ze a En _ tie .2 
DV: © Nee” Sae g-ıt m % (389171) 

Ist zu Beginn des Falles V. =0, soist Av, positiv, und die Geschwin- 
k 

digkeit nimmt zu. Je größer v wird, desto kleiner wird av, das 

heißt, die Geschwindigkeit nimmt langsamer zu. Beginnt die Bewe- 

gung mit großer Anfangsgeschwindigkeit, so ist nach (38.11) An ne- 

gativ, das heißt, die Geschwindigkeit wird kleiner. Damit wird auch 

AV, betragsmäßig kleiner, und die Geschwindigkeit nimmt langsamer 

ab. 

In beiden Fällen ist zu erwarten, daß sich die Geschwindigkeit nach 

einiger Zeit auf einen konstanten Wert. einstellt. Wir suchen also 
nach einer Lösung der Form v_ = v = konstant. Durch Einsetzen in 

(38.10) erhält man: x 
c+At 2 . 

vi EV at 

2 _m-g 
vaTz 

v.-yNM:g (38:12)
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Wirft man also im lufterfüllten Raum einen Körper mit der Anfangsge- 

schwindigkeit v = = senkrecht nach unten, so wird er eine Bewegung 

mit der konstanten Geschwindigkeit v ausführen. Beginnt die Bewegung 

mit größerer oder kleinerer Anfangsgeschwindigkeit, so wird sich 

nach einiger Zeit die konstante Geschwindigkeit v einstellen. 

Aufgabe 38.3 

Vergleichen Sie (38.12) mit den Ergebnissen der Computerläufe 

in Aufgabe 38.2. 

& 39 Harmonische Schwingungen 

Eine weitere Anwendung der Grundgleichung der Mechanik stellt die 

Beschreibung von Schwingungsvorgängen dar. Schwingungen spielen in 

Natur und Technik eine große Rolle. Einige Beispiele schwingungs- 

fähiger Systeme sind in den folgenden Abbildungen dargestellt. 

1] en CS 

az 

Kugel in einer gekrüämmten Rinne 

Abb. 39.1 

Fadenpendel 

Abb. 39.3 

Kmmavvvvvv\4 
Federpendel 

(ohne Berücksichtigung der Gravitation) 

Abb. 39.4 

  

Flüssigkeit in einem U-Rohr 

Abb. 39.2 

Bei allen diesen Beispielen gibt es für den schwingenden Körper ei- 

ne stabile Gleichgewichtslage. Wird der Körper aus dieser Lage her- 

ausgestoßen, so tritt eine Rückstellkraft auf, die ihn wieder in 

die Ausgangslage zurückkehren läßt. Infolge seiner Trägheit bewegt 

sich der Körper über diesen Punkt hinaus, die Rückstellkraft bremst 

ihn ab und beschleunigt ihn wieder in Richtung der Gleichgewichts- 

lage. Bei fehlender Reibung würde sich diese Hinundherbewegung be- 

liebig lange wiederholen. 

Ist die Rückstellkraft proportional zur Entfernung von der Gleich- 

gewichtslage, dann spricht man von einer harmonischen Schwingung. Bei- 

spiele dafür sind das Federpendel und die Flüssigkeit im U-Rohr. 

In Abbildung 39.1 liegt im allgemeinen keine, in Abbildung 39.3 (Fa- 

denpendel) nur näherungsweise eine harmonische Schwingung vor. 

Wirkt auf das schwingungsfähige System keine weitere (äußere) Kraft 

ein, so spricht man von einer freien, ungedämpften Schwingung. Ist
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zusätzlich eine Reibungskraft vorhanden, so führt das System eine 
gedämpfte Schwingung aus. 

B9.1] Freie, ungedämpfte Schwingungen 

Für einen gewissen Auslenkungsbereich einer Schraubenfeder stellt 
man fest, daß die rücktreibende Kraft F proportional zur Auslenkung 
s aus der Ruhelage ist (Hookesches Gesetz): 

F= -D-s 139.4) 

Die Größe D heißt Federkonstante oder Federrichtgröße und stellt ein Maß 
für die "Härte" der Feder dar. Das Minuszeichen berücksichtigt die 
Tatsache, daß Rückstellkraft und Auslenkung entgegengesetzte Rich- 
tungen haben. 

Die Anordnung in Abbildung 39.4 führt also eine harmonische Schwin- 
gung aus. Um das Weg-Zeit-Gesetz zu bestimmen, setzen wir (39.1) in 
die Grundgleichung (38.2) ein: 

ma = -D-s (33,2) 

Da die Momentanbeschleunigung a von der Auslenkung s abhängt und um- 
gekehrt, ist (39.2) nicht unmittelbar lösbar. Es liegt also eine 

ähnliche Situation wie beim Fall im lufterfüllten Raum vor (838). 

Wir betrachten daher wieder kleine Zeitintervalle der Länge At, in 
denen wir die einwirkende Kraft als konstant ansehen: 

FL = im Ds, (39,3) 

Setzt man (39.3) in die diskretisierte Form der Grundgleichung 

(38.7) ein, so erhält man die Differenzengleichung der harmonischen 
Schwingung: 

2 
(At) - 2 + z =. . 

Srr2dt ee” m Dis, 

2D [ Scyane 2a + + etn-s, = 0 

Bei Verwendung der Zeitvariablen k lautet die Gleichung: 

2 + (1+ (at)? n).s, = 0 (39.4) Sx42 ” Sr+1 

Denn durch t + 2At und kK + 2 wird derselbe Zeitpunkt beschrieben, 
siehe Abbildung 25.1. 

Aufgabe 39.1 

a) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung von S. nach (39.4). 

Die Konstanten m und D, die Länge At des Zeitintervalls so- 
s_-s 

wie die Anfangswerte S, und vo (v, 9 sollen zu Beginn 

jedes Programmlaufes eingegeben werden können. 

b) Führen Sie einige Probeläufe mit verschiedenen Werten von 
dt durch. Wie wird die Lösung durch die Länge des Zeitinter- 
valles At beeinflußt? 

c) Untersuchen Sie den Einfluß der Masse m und der Federricht- 
größe D auf die Bewegung.
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Gleichung (39.4) ist eine lineare Differenzengleichung zweiter Ord- 

nung mit konstanten Koeffizienten, also eine verallgemeinerte Fibo- 

nacci-Gleichung, deren Lösung explizit angegeben werden kann. Die 

Schwingungsbewegung ist jedoch damit noch nicht exakt beschrieben, 

weil (39.4) von einer stückweise konstanten Kraft ausgeht. Führt 

man jedoch bei fest gehaltenem Zeitpunkt t=t, den Grenzübergang 

At —0 durch, so erhält man die exakte kontinuierliche Weg-Zeit-Glei- 

chung der harmonischen Schwingung. 

Die charakteristische Gleichung von (39.4) lautet: 

DR he (ar? 2 .ö (39.5) 

Setzt man 

2 D u? = 2, (39.6) 

so erhält man die beiden Lösungen: 

A] = 1 + iwat 
(39.7) 

A 1 - iwdt 
2 

Da 2 #0 und At=0 ist, besitzt (39.4) stets zwei linear unabhängige 

komplexe Lösungsfolgen. Nach Satz 15.4 läßt sich daraus eine reelle 

Lösungsbasis der Form 

(r*-sin ke) (2 -cos Köln 
ken’ 

gewinnen. Dabei ist 

r -/i# aläsj” (39.8) 

und 

= HeÄt _, cos$ = nn (39.9) 
sin eo = F 

/1 + w2lät)? /1 + w2tat)? 

Bei kleinem at ist sin $# relativ klein und kann daher durch $ er- 

setzt werden, vgl. Gleichung (21.22). Die allgemeine Lösung von 

(39.4) lautet damit 

s.® r*- (c -sinke + C cos kg) (39.10) 

mit 

ko mw k-sing » et _ - ot (39.11) 
Y/1+ wat) /1+ wat)? 

Die Konstanten c, und c, werden wie üblich durch die Angabe der bei- 

den Anfangswerte Ss, und 5, festgelegt. Ist die mittlere Geschwindig- 

keit v im Anfangsintervall bekannt, so läßt sich Ei, durch E, “u, äl 

ersetzen. Die Anfangsrichtung der Bewegung wird durch das Vorzeichen 

von V, bestimmt. 

Setzt man die Anfangswerte in die allgemeine Lösung (39.10) ein, 

so erhält man: 

s, = c (39.12) 

s, + v..dt = r (C, sin 4 + Cm #) (39.13)
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Daraus läßt sich die Konstante Ce, berechnen: 

FR So + v,.dt =2.S,"cosd Sn 

1 r-sin$ " 

Gleichung (39.14) kann mit Hilfe von (39.8) und (39.9) noch wie 
folgt umdeformt werden: 

  sin = — 

also ist 

r-sin® = w.At, (39.15 

und 

cosd = —, 

also ist 

r-cos$# = 1. (39.16 

Einsetzen von (39.15) und (39.16) in (39.14) ergibt für c, den ein- 
fachen Wert 

= (39.17 

Die Bewegungsgleichung der harmonischen Schwingung einer Schrauben- 

feder (vgl. Abb. 39.4) mit der Anfangsposition So und der Geschwin- 
digkeit Sr im Anfangsintervall lautet somit: 

v 
= k, _od . j . } u: (Z— sinke + S, cos k$) (39.18) 

Die kontinuierliche Orts£funktion s(t) der harmonischen Schwingung 
erhält man aus (39.18) durch den Grenzübergang At — 0 bzw. ko 

bei fest gehaltenem Zeitpunkt t mit k-At =t. Die mittlere Geschwin- 

digkeit Ya geht dabei in die Anfangsgeschwindigkeit v(0) über: 

N v(0) für At —0 (39.19 

Aus (39.11) folgt unmittelbar: 

kt — uw»t für 4t — 0 (39.20 

Um das Verhalten des Faktors r* in (39.18) zu bestimmen, betrachten 

wir zunächst (ref ? = r’*, 

a k 

rt = (/1 + wa)? 9 = (1 + o?lad)?) = 

= [ı + iwAt)(1 - ioatj]“ = (1 + iwat) N: (1 - iwary = 

K 

= Ü# ioe) <Ü- ior) 

Nach (29.25) gilt: 

iwt 
e und ij 

ER 
lim (1+ ion) 
ko 

k 
lim (1- ior) 
ko 

-iwt
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Wir erhalten also 

2 s BR 
En (rK = elüt,. iot _ ge! -1i 

k—o 

Da der Grenzwert von r* wegen r > 0 nicht negativ sein kann, erhal- 

ten wir: 

rt 1 für ko bzw. at —0 (39213 

Die Zusammenfassung der Ergebnisse aus (39.18) bis (39.21) liefert 

mit (39.6) den 

Satz 39.1 

Ein Körper der Masse m, der an einer Schraubenfeder mit Richt- 

größe D befestigt ist, führt eine harmonische Schwingung aus. 

Ist s(0) die Anfangslage und v(0) die Anfangsgeschwindigkeit 

des Körpers, so gilt für seine Lage s(t) zum Zeitpunkt t: 

sit) = WO .sinut + 510) -cos ot (39.22) 

u :/B. 
m 

mit 

Lenkt man den Körper um eine Strecke a aus der Ruhelage aus und 

1äßt ihn anschließend los, so ist s(0) =a und v(0) = 0. Seine Orts- 

funktion lautet dann 

s(t) = a-cos ut. (39.23) 

Der Körper führt also eine periodische Bewegung symmetrisch zur Ru- 

helage aus. Seine maximale Auslenkung a heißt Amplitude der Schwin- 

gung. 

Da die Kosinusfunktion 2r-periodisch ist, gilt für die Zeit für ei- 

ne volle Hinundherbewegung, für die Periodendauer T: 

aT = 217 

27 m 
T := Mr 2n. fa (39.24) 

Da auch die Sinusfunktion und damit alle Linearkombinationen aus 

Sinus- und Kosinusfunktion ?2r-periodisch sind, hat die Perioden- 

dauer bei jeder Wahl der Anfangswerte s(0) und v(0) denselben Wert. 

Ist s{0) #0 und v(0) #0, so ist häufig eine Darstellung der Lösung 

in der Form 

s(t) = C-cos(wt - ß) (39.25) 

günstig. Insbesondere läßt sich daraus die Amplitude der Schwingung 

aus den Anfangswerten vorhersagen. Die Umrechnung der Darstellung 

in (39.22) auf die Form (39.25) ist mit den in $ 33 entwickelten 

Hilfsmitteln ohne weiteres möglich. 

Aufgabe 39.2 

Bestimmen Sie die Amplitude einer harmonischen Schwingung mit 

den Anfangswerten s(0) und v(0).
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39.2] Gedämpfte Schwingungen 

Bei fast allen harmonischen Schwingungen tritt neben der Rückstell- 
kraft noch eine Reibungskraft auf, die näherungsweise proportional 
zur Geschwindigkeit des schwingenden Körpers ist. Mit der Reibungs- 
konstanten A erhält man als Gesamtkraft Fr die auf den schwingen- 
den Körper einwirkt: 

s s 
k+l k 

Fi, = = D-.s, - Av, =- (D».s, + A: ne ) 

(39.26 
A A 

IS. 7 7E "Skrı Ge k 

Setzt man FL in die Grundgleichung der Mechanik (38.7) ein, so lau- 

tet die Differenzengleichung der gedämpften Schwingung: 

s + 2).s 
2 Ardt _ + (1, Dlät) _ Ast, ,„ 9 (39.27 m 

m k+2 k+l m k 

Aufgabe 39.3 

a) Erweitern Sie das Programm aus Aufgabe 39.1 zur Berechnung 
von Ss, nach (39.27). 

b) Untersuchen Sie den Einfluß von A auf die "Periodendauer" T 
der Schwingung. 
T sei die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maximal- 
werten von Sr 

Beachten Sie das Verhalten von s k für Az 2Y/Ym-D. 

Die Gleichung (39.27) ist wiederum eine lineare homogene Differen- 
zengleichung zweiter Ordnung. Die Nullstellen des zugehörigen cha- 
rakteristischen Polynoms sind: 

  

_.z _ AöheE , at /,2_ 
A) = 1 2m 2m A 2 ml 

(39.28) = _. EEE 2E J,2_ 
A, =1 Im >m A 4 mD 

Ist die Reibungskraft relativ klein, so ist a? <4mD, und Ayrky 

sind konjugiert komplex. Die allgemeine Lösung von (39.27) lautet 
dann (vgl. Abschnitt [15.3]): 

s. = 2°. (c,-sinks + C,-cos k$) (39.29) 

mit 

re - Ark , Dear)? an. 
m m 

/ 2 
At YmD - (5) 

sing = a TE 
vm = A-m-At + mD(At) 

Die kontinuierliche Ortsfunktion s(t) der gedämpften Schwingung er- 
hält man wieder durch den Grenzübergang At — 0 bzw. k— o bei 
fest gehaltenem Zeitpunkt t mit t=k-At. 

(39.31)
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Aufgabe 39.4 

a) Zeigen Sie: 

it Ze für ko bzw. dt —0. 
2k 

Anleitung: Formen Sie zunächst r so um, daß die Gleichung 
(29.25) angewandt werden kann. 

b) Zeigen Sie analog zu (39.11) bzw. (39.20): 

2) 
D A 25 

kd — ein (51 für k—o bzw. at —0. 

Aus den Ergebnissen von Aufgabe 39.4 lassen sich zwei charakteri- 
stische Merkmale der gedämpften Schwingung herleiten. 

a) Ihre Amplitude nimmt im Laufe der Zeit exponentiell ab. Der 

schwingende Körper kehrt nach einiger Zeit in seine Ruhelage zu- 

rück. (s,) ist also eine Nullfolge. 

b) Für die Periodendauer T gilt (vgl. Gleichung (39.24)): 

2 

2 
D A 

‘m am 
Vergleicht man diesen Wert mit der Periodendauer der ungedämpf- 

ten Schwingung (A=0), so sieht man, daß die Reibung stets eine 

Vergrößerung der Periodendauer verursacht. 

u — 

Ist die Reibungskraft sehr groß, dann kann A? größer als 4mD wer-, 

den. Dann sind A, und A,in (39.28) beide reell und verschieden, 

und es kommt keine Schwingung mehr zustande. Der Körper kehrt all- 

mählich in seine Ruhelage zurück, ohne über sie hinauszuschwingen. 

Man sagt, die Bewegung sei aperiodisch. 

39.3] Erzwungene Schwingungen; Resonanz sich drehende Achse 
wirkt auf ein schwingungsfähiges System exzentrische 
eine periodische äußere Kraft ein, so Aufhängung 
führt das System erzwungene Schwingungen 
aus.Ein bekanntes Beispiel für diese Er- 
scheinung ist die Hängebrücke, die durch 
die regelmäßigen Tritte einer marschie- Feder mit 
renden Kolonne zu Schwingungen angeregt Richtgröße D 
wird. Einen Laborversuch zeigt Abbil- 
dung’ 39.5. 

Berücksichtigt man in (39.27) noch zu- 

sätzlich eine äußere periodische Kraft Wägestück 
der Form B; = B-cos(uk-At), so erhält mit Masse m 

man die Differenzengleichung der erzwun- 
Abb. 39.5 genen Schwingung 

A-at _ 
2a rt Ia,® k 

2 D- (at)? Arat 
m m nz + | 

= B-coS(w-k-At) (39.32)
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Aufgabe 39.5 

a) Schreiben Sie ein Programm zur iterativen Berechnung von s 

nach (39.32). 

b) Führen Sie einige Probeläufe für verschiedene Werte von u 

im Bereich zwischen 1 und 20 durch. Geeignete Zahlenwerte 
für die anderen Größen sind z.B.: 

k 

  

m D A B at s v 

  

1 9 2 0,01 0,01 0 0                 
  

Zeichnen Sie für ein Beispiel ein (t, s,)-Diagramm. 

c) Untersuchen Sie die Amplitude und die Periodendauer T der 

jeweiligen erzwungenen Schwingung in Abhängigkeit von u. 

Gleichung (39.32) ist eine lineare inhomogene Differenzengleichung 

zweiter Ordnung und hat die in (18.37) beschriebene Form. Ihre all- 

gemeine Lösung ist also die Summe aus einer speziellen Lösung und 

der allgemeinen Lösung (39.29) der zugehörigen homogenen Gleichung. 

Nach den Überlegungen in Abschnitt 18.3], Beispiel 3, besitzt 
(39.32) eine spezielle Lösung der Form 

s* = G-sinu-k-At + H-cosuw-k-At . (39.33) 

Wie wir in Abschnitt 39.2] gesehen haben, bildet die allgemeine 

Lösung (39.29) eine Nullfolge. Nach einiger Zeit (Einschwingvorgang) 

wird also die erzwungene Schwingung näherungsweise durch (39.33) 

allein beschrieben. Sie ist wieder eine harmonische Schwingung, die 

dieselbe Periodendauer wie die einwirkende Kraft hat, gegenüber 

dieser jedoch phasenverschoben ist. Die Amplitude der erzwungenen 

Schwingung ist proportional zum Betrag der äußeren periodischen 

Kraft und hängt außerdem von der Frequenz bzw. der Periodendauer 
dieser Kraft ab, wie in (18.38) bis (18.40) zu sehen ist. 

Die Computerläufe in Aufgabe 39,5c zeigen, daß die Amplitude der 

erzwungenen Schwingung um so größer ist, je kleiner der Unterschied 

zwischen der Frequenz der einwirkenden Kraft und der Eigenfrequenz 

des schwingungsfähigen Systems ist. Unter der Eigenfrequenz ver- 

steht man die Frequenz, mit der das System ohne Einwirkung äußerer 
Kräfte schwingen würde; vgl. (39.24). Stimmen Eigenfrequenz und 
Frequenz der erregenden Kraft überein, so spricht man von Resonana. 

Ist die Dämpfung klein, so kann die Amplitude bei Schwingungen mit 

der Resonanzfrequenz als Frequenz der äußeren Kraft so groß werden, 

daß das System zerstört wird. So stürzte im November 1940 die Ta- 

comabrücke in Ohio (USA) infolge von periodischen Windstößen ein. 

Aufgabe 39.6 

Versuchen Sie mit Hilfe des Programms aus Aufgabe 39.5 eine 

solche "Resonanzkatastrophe" zu simulieren.
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840 Himmelsmechanik 

[40.1] Das Gravitationsgesetz 

Bei der Beschreibung von Fallbewegungen in Abschnitt 38.2] gingen 

wir davon aus, daß die beschleunigende Kraft, die auf den fallenden 

Körper einwirkt - die Erdanziehungskraft - konstant ist. Dies ist 

jedoch nur annähernd richtig, wenn man sich nicht allzuweit von der 

Erdoberfläche entfernt. Es war wiederum Newton, dem es gelang, die- 

se Kraft quantitativ zu beschreiben. Er erkannte, daß die Kraft, 

die einen Apfel zu Boden fallen läßt, gleichartig ist der Kraft, 

die den Mond auf seiner Bahn um die Erde hält. Er fand, daß zwei 

beliebige Körper Anziehungskräfte, sogenannte Gravitationskräfte 

aufeinander ausüben. Auf Grund seiner Analyse der Keplerschen Ge- 

setze konnte er zeigen: Besitzen zwei Körper die Massen m und m, 

und ist r der Abstand ihrer Schwerpunkte, so gilt für den Betrag 

der Kraft F, mit der sich die beiden Körper anziehen, das Gravita- 

tionsgesetz 

  Pe A (40.1) 

Diese Gleichung bringt den folgenden intuitiv plausiblen Sachver- 

halt zum Ausdruck: 

- je größer die Massen, desto größer die Anziehungskraft; 

- je größer der Abstand der beiden Körper, desto kleiner die Anzie- 

hungskraft. 

Die Gravitationskonstante £f ist eine Naturkonstante, die sich mit 

sehr feinen Meßmethoden im Labor bestimmen läßt: ff -6,67.10 HI. 

kg-s 

Dieser äußerst kleine Wert von f macht verständlich, daß Gravi- 

tationskräfte nur spürbar sind, wenn Körper mit sehr großen Massen 

beteiligt sind (Himmelskörper). 

Mit Hilfe des Gravitationsgesetzes (40.1) und der Grundgleichung 
der Mechanik (38.2) lassen sich im Prinzip alle Bewegungen von Kör- 

pern berechnen, die nur dem Einfluß von Gravitationskräften unter- 

liegen. Wie bei den bisher betrachteten Beispielen in den vorange- 

henden Abschnitten ist auch hier das Hauptproblen, daß die Position 
s(t) des betrachteten Körpers und die Beschleunigung alt) vonein- 
ander abhängig sind. Wie in Abschnitt B8.2] dargestellt, erhält 
man durch Diskretisierung Differenzengleichungen, welche die Bewe- 

gungen der Körper näherungsweise beschreiben. 

Ein relativ einfaches Anwendungsbeispiel für das Gravitationsgesetz 

ist die Berechnung der Bahn einer Rakete, die senkrecht zur Erdober- 
fläche abgeschossen wird und ohne eigenen Antrieb fliegt, wie Jules 

Verne in seinem Zukunftsroman "Von der Erde zum Mond" (1865) be- 

schreibt. Man benötigt dazu folgende Größen: 

Masse der Erde: m, = 5,97.10°° kg 

Masse der Rakete: MM, (wählbar) 

Erdradius: R = 6370 km 

Höhe über der Erdoberfläche zum Zeitpunkt t: h,
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Einsetzen der Erdanziehungskraft (40.1) in die diskretisierte Form 

der Grundgleichung (38.7) führt auf eine nichtlineare Differenzen- 
gleichung, die nicht elementar lösbar ist. Wir sind also wieder auf 
die Hilfe des Rechners angewiesen und werden deshalb die Gleichun- 

gen in einer für die Programmierung günstigen Form notieren (vgl. 
z.B. Aufgabe 37.6): 

a) Anfangswerte: 

h, = 0; Vo: variabel 

b) Aus Ei. =m'a und dem Gravitationsgesetz (40.1) 

folgt unter Berücksichtigung der Tatsache, daß 
die Richtung der Beschleunigung zur Bewegungs- 
richtung entgegengesetzt ist: 

  

£-m, 

i en 2 (40.2) 
Erdmittelpunkt t (R+h,) 

3 
14 m (£-m, = 3,982-10°° ) 

S 

Abb. 40.1 c) Höhe der Rakete: 

h.yae * I, + vjst (40.3) 

d) Geschwindigkeit: 

Ve A ARE (40.4) 

Aufgabe 40.1 

a) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der jeweiligen 
Höhe hl der Rakete. 

b) Bestimmen Sie die Steighöhe und die Steigzeit bei verschie- 
denen Anfangsgeschwindigkeiten. 

c) Bestimmen Sie näherungsweise die minimale Anfangsgeschwin- 

digkeit, bei der die Rakete nicht mehr zur Erde zurückfällt 
(Fluchtgeschwindigkeit). 

[40.2] Satelliten- und Planetenbahnen 

Der in Abschnitt [a0.1] beschriebene Start eines Raumflugkörpers 

stellt in mehrfacher Hinsicht einen Idealfall dar: 

a) Reibungskräfte werden nicht berücksichtigt. 

b) Die Gravitationskraft, die der Körper auf die Erde ausübt, wird 
vernachlässigt. 

c) Die Bewegung erfolgt längs einer Geraden, sie ist also eindimen- 
sional. 

Die Vernachlässigung der Reibung führt bei der Berechnung des Ra- 

ketenstarts von der Erde aus zu großen Fehlern. Der Luftwiderstand 
ist sogar so groß, daß ein Verlassen des Anziehungsbereichs der Er- 

de technisch nur für Flugkörper mit eigenem Antrieb möglich ist. 
Für die Flugbahnen von Satelliten im All und für die Planetenbewe- 
gung spielt jedoch die Reibung eine unwesentliche Rolle, weil das 
Weltall in guter Näherung als Vakuum anzusehen ist. Der Absturz des 
amerikanischen Himmelslabors "Skylab" zeigt aber, daß über längere
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Zeiträume die Reibung für die Bahnen von Satelliten doch eine erheb- 
liche Rolle spielt. ' 

Die Rückwirkung eines Flugkörpers auf die Erde ist so lange vernach- 
lässigbar, wie seine Masse klein ist gegen die Masse der Erde. Für 
die Bewegungen von Satelliten und des Mondes sowie für die Planeten- 
bahnen um die Sonne können daher die Zentralkörper Erde bzw. Sonne 
als unbeeinflußt durch die umkreisenden Körper angesehen werden. 
Sind jedoch die Massen zweier Himmelskörper von gleicher Größenord- 
nung, so sind die Bewegungen beider Sterne zu berechnen. Man spricht 
in diesem Fall von einem Doppelstern. 

Für die Beschreibung von Satelliten- und Planetenbahnen reicht na- 
türlich eine Dimension nicht mehr aus. .Betrachtet man jeweils nur 
die Bahn eines Satelliten bzw. Planeten, so verläuft diese stets 
in einer Ebene, so daß in diesem Fall eine dreidimensionale Be- 
schreibung nicht notwendig ist. 

Als Beispiel soll im folgenden die Bahn eines Erdsatelliten berech- 
net werden. Wir wählen uns dazu ein (x, y)-Koordinatensystem mit dem 
Erdmittelpunkt als Ursprung. 

a in 10% km 

F, 

  

1 

(\ . 
Nu, 1 x in 10km 

e Abb. 40.2 Er   
Kräfte, Beschleunigungen und Geschwindigkeiten sind nun Vektoren, 
deren Komponenten einzeln berechnet werden. 

Für den Betrag F der Kraft auf den Satelliten gilt das Gravitations- 
gesetz (40.1): 

mit r?=x°’+ y°;   

Hier ist Mm. die Masse der Erde, Mm, die des Satelliten. 

Die Komponenten F, und F,„ erhält man mit Hilfe einfacher trigono- 
metrischer Beziehungen, vgl. Abbildung 40.2: 

= re = -mä_- rn . X F = F'cosa F Fe £ M. m, 3 (40.5) 

F = - F-sina = - Be = -f’m.m ı (40.6) 
y r E Ss r? 

Berücksichtigt man für jede Komponente die Grundgleichung der Me- 
chanik (F = m.'a), so läßt sich die Beschleunigung, die der Satel- 
lit erfährt, berechnen:
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on a, = fm eier (40.7) 

= zedm ee - Bi (40.8) 
y E r3 r3 

3 

mitc = fm, = 3,982-11?T wie in (40.2). 

Diese beiden Gleichungen zeigen bereits, daß die Bewegung von Satel- 

liten bzw. Planeten nicht von deren Masse abhängt, sondern nur von 

der Masse des Zentralkörpers, der Erde bzw. der Sonne. Drückt man 

in (40.7) und (40.8) die Beschleunigung mit Hilfe der Ortskoordina- 
ten und der Länge At des Zeitintervalls aus, in dem die Kraftkompo- 

nenten konstant angenommen werden - vgl. (37.7) -, so erhält man 

zwei nichtlineare Differenzengleichungen: 

x 

x - 2x EX = - lt) (40.9) 
3 t+2At t+At t ( 22 + Ye ) 

y - 2y +y = a (40.10) 3 i 
t+2At t+At t { ie, 5 1 

Neben der Schwierigkeit, daß die beiden Gleichungen nicht linear 
sind, tritt hier auch noch das Problem auf, daß in beiden Differen- 
zengleichungen jeweils zwei gesuchte Lösungsfolgen (x) und y) 

auftreten. Man nennt (40.9) und (40.10) ein System von Differenzen- 
gleichungen. Seine explizite Lösung zu finden ist alles andere als 

einfach. Für den Computer bedeutet die schrittweise Lösung eines 

Systems lediglich einen größeren Rechenaufwand, aber keine neuen 

prinzipiellen Schwierigkeiten gegenüber der Lösung einer einzelnen 

Differenzengleichung. Für die Berechnung der Satellitenbahn mit 

Hilfe des Computers sind die Gleichungen (40.9) und (40.10) nicht 

sehr gut geeignet. Wir gehen daher wie in Abschnitt [g0.1] vor; 

a) Eingabe der Anfangsbedingungen: 

Position (X: 2,03 Geschwindigkeit “ 
® v 

Yo 
b) Berechnung des Abstandes Erdmittelpunkt - Satellit: 

rn ® /x,? ty? (40.11) 

c) Berechnung der Beschleunigung nach (40.7) und (40.8): 

x 
a = -0.-—; a = -0.— (40.12) 
x,t r? Y,t r 

t t 

d) Berechnung der neuen Geschwindigkeit: 

v =vV ra «At 
x,t+At x,t x,t (40.13) 

v =vV ra At 
Y,t+ät Yıt Yıt 

e) Berechnung der neuen Position: 

= . = * 40.14 
Krrat A Yat a Yerdt Y.* Yy;t st (
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Nachdem die Position notiert ist, wird der Algorithmus bei Punkt b) 

fortgesetzt. 

Aufgabe 40.2 

a) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung von Satellitenbah- 
nen. Falls Ihnen ein (x, y)-Schreiber zur Verfügung steht, las- 

sen Sie sich die Bahnen aufzeichnen. Andernfalls tragen Sie 

die durch den Computer berechneten Werte in ein Koordinaten- 

system ein. 

b) Bestimmen Sie die Umlaufzeiten auf verschiedenen Bahnen. 

Für einen Satelliten, der die Erde in 500 km Höhe "parallel" zur Erd- 

oberfläche überfliegt, erhält man in Abhängigkeit von der Geschwin- 

digkeit Bahnkurven, wie sie in Abbildung 40.3 skizziert sind. 

yin 10‘ km 

  

  

  Abb. 40.3 

Wie die Abbildung vermuten läßt und eine tiefere Analyse zeigt, kön- 
nen die nachstehenden Fälle auftreten. 

Je nach Anfangsgeschwindigkeit stürzt der Satellit auf die Erdober- 
fläche, oder er durchläuft verschiedene Bahnformen: Ellipse (ein 
Brennpunkt ist der Erdmittelpunkt), Kreis um den Erdmittelpunkt, 

Parabel oder Hyperbel. Für jede Höhe gibt es genau eine Geschwin- 

digkeit, bei der der Satellit eine Kreisbahn durchläuft, und eine 

Geschwindigkeit, bei der er den Anziehungsbereich der Erde gerade 

verlassen kann. Bei einer Starthöhe von 500 km beträgt die Kreisge- 

schwindigkeit 7,63 KR, die Fluchtgeschwindigkeit 10,76 an, In völlig 

analoger Weise lassen sich die Bewegung des Mondes um die Erde, die 

Bahnen von Planeten und Kometen um die Sonne und andere Bewegungs- 

abläufe im Weltall berechnen. 

Aufgabe 40.3 

Bestimmen Sie mit Hilfe des leicht abgewandelten Programmes aus 
Aufgabe 40.2 die Fluchtgeschwindigkeit von der Mondoberfläche. 

Die Masse des Mondes beträgt m, = 7,34-10?? kg.
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Aufgabe 40.4 

a) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der Flugbahn eines 
Satelliten von der Erde zum Mond. Da der Mond annähernd eine 

Kreisbahn (Radius ca. 384 000 km) um die Erde beschreibt, ist 
die Wahl eines Koordinatensystems naheliegend, in dem Erde 
und Mond ruhen. 

b) Versuchen Sie solche Startbedingungen aus einer "Parkbahn" 
um die Erde herauszufinden, wo der Satellit in einer "Achter- 
bahn" (vgl. Abb. 40.4) um Erde und Mond fliegt. Die Flugbah- 
nen der amerikanischen Apollomission waren alle von dieser 

Gestalt. 

Abb. 40.4 

Aufgabe 40.5 

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der Bahnen zweier 

Sterne mit gleichen Massen (Doppelstern). Bestimmen Sie die 

Bahnen bei verschiedenen Anfangsbedingungen. 

& 41 Radioaktivität 

1.1] Zerfallsprozesse 

Unter den natürlich vorkommenden chemischen Elementen gibt es vor 
allem bei den schwereren solche, deren Atomkerne relativ instabil 

sind, so daß sie unter Aussendung von Strahlung nach einiger Zeit 
zerfallen. Man unterscheidet drei Arten radioaktiver Zerfallspro- 
zesse, nämlich: 

a-Zerfall 

Die Strahlung besteht aus Heliumkernen (2 Neutronen und 2 Protonen). 
Ein a-Strahler wandelt sich in ein neues Element mit einer um 2 
kleineren Ordnungszahl um. 

ß-Zerfall 

Ein g-Strahler sendet Elektronen aus. Das Zerfallsprodukt ist ein 
Element mit einer um 1 höheren Ordnungszahl. 

y-Zerfall 

Es handelt sich um elektromagnetische Strahlung hoher Energie. Die 

Ordnungszahl des strahlenden Elements bleibt erhalten, lediglich 
sein energetischer Zustand wird verändert. 

Allen drei Zerfallsarten gemeinsam ist die Eigenschaft, daß von kei- 
nem Kern vorhergesagt werden kann, zu welchem Zeitpunkt er zerfällt. 

Es kann nur die Wahrscheinlichkeit angegeben werden, mit der sein 

Zerfall innerhalb eines vorgegebenen Zeitintervalls erfolgt. Diese 

Zerfallswahrscheinlichkeit ist zeitlich konstant und läßt sich 
durch makroskopische Größen wie Temperatur oder Druck nicht beein- 
flussen.
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Es sei N, die Anzahl der Atomkerne einer radioaktiven Substanz zum 

Zeitpunkt t =k-Aat und X die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Kern der 
betreffenden Substanz in der Zeiteinheit zerfällt. Die Anzahl der 
im Zeitintervall [t; t +At) zerfallenden Kerne Ian, | ist proportio- 
nal zur Anzahl der vorhandenen Kerne und zur Länge At des Inter- 
valls (falls At klein ist): 

AN, =. ATEM, (41.1) 

Für N, gilt also folgende Differenzengleichung: 

Nr4ı = N. + öN, = N, = RÄT, 

Nn.,.a = A-At) N, 
(41.2) 

N, bildet also eine geometrische Folge {vgl. $3) und läßt sich da- 

her folgendermaßen ausdrücken: 

= - - ” k N, = Not {1- ArAt) (41.3) 

Unter der Aktivität A, eines radioaktiven Stoffes versteht man die 

Anzahl der Zerfälle pro Zeiteinheit: 

IöN, | 
A, nn” (41.4) 

In der Terminologie von $ 25 ist die Aktivität der Betrag der Zu- 
wachsgeschwindigkeit der Substanz. Aus (41.1) und (41.4) folgt un- 
mittelbar: 

A, = AN, (41:5) 

Aktivitätsmessungen, z.B. mit dem Geigerzähler, ermöglichen bei 
Kenntnis der Zerfallswahrscheinlichkeit also Rückschlüsse auf die 
Anzahl der noch nicht zerfallenen Atomkerne. 

Den zeitlichen Verlauf der Aktivität erhält man aus (41.3) und 
(41.5): 

k A, = A-N,s [1 = A-At) (41.6) 

Sie klingt ebenso wie die Anzahl der instabilen Kerne exponentiell 
ab. 

Für eine kontinuierliche Beschreibung ist wieder der Grenzübergang 
A&t —0 durchzuführen. 

Setzt man in (41.3) die Beziehung k-At=t ein, so erhält man nach 
(29.25): 

_ At, 8 
N N x) 

N(t) = lim | = N. et (41.7) 
. k—» K 0 " 

Die Zeit ur nach der die Hälfte der ursprünglichen Substanz zer- 

fallen ist, nennt man ihre Halbwertszeit. 

Nee.) =— =N-.e
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da andty 2 e 

&, = wu (41.8) 

Ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Kern eines bestimmten Stoffes 

innerhalb einer Stunde zerfällt, gleich 7 so ist nach ca. 6,93 

Stunden die Hälfte der ursprünglichen Menge zerfallen. 

Aufgabe 41.1 

Prüfen Sie dieses Ergebnis durch ein kleines Rechenprogramm 

über die Gleichung (41.3) nach. 

Anwendungen des Zerfallgesetzes wurden bereits in $ 3, Aufgabe 3.14 

besprochen. 

[41.2] Produktion radioaktiver Substanzen 

Radioaktive Stoffe sind in vielen Bereichen wie Technik, Medizin 
und Biologie nützlich. So kann z.B. die Aufnahme und Verteilung 
von Düngemitteln in Pflanzen ohne Schädigung der Pflanze verfolgt 
werden, wenn der Dünger einen geringen Anteil radioaktiver Substan- 

zen enthält. 

Solche Substanzen lassen sich künstlich erzeugen, indem man sie 
z.B. in einem Reaktor bestrahlt. Dabei wird pro Zeiteinheit stets 
dieselbe Menge produziert. Der Quotient P aus produzierter Menge 
und Zeit kann als Produktionsgeschwindigkeit bezeichnet werden. 
Konstante Produktionsgeschwindigkeit bedeutet im allgemeinen line- 

ares Anwachsen der produzierten Menge. Dies ist jedoch hier nicht 

der Fall, weil die produzierte radioaktive Substanz sofort wieder 
mit der Zerfallswahrscheinlichkeit A zerfällt. Betrachtet man 
wieder das Zeitintervall kat, (k+ 1) at), so gilt für die Anzahl 

N, der produzierten radioaktiven Kerne: 

= + P- - )* . Ns N, P-dt At N, 

Nur = (1 - ArAt)-N, + Pat (41...) 

Die Gleichung (41.9) hat die Form der Tilgungsgleichung (7.4) und 
besitzt nach (7.6) wegen N. =0 die Lösung 

N, = Beil - (1 - Arat) (41.10) 
K A 

Für die Aktivität A, der produzierten Substanz gilt dann wegen 
(41.5): 

A, = AN, = Poll = (1 - Rat) (41.11) 

Aufgabe 41.2 

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Rechners den zeitlichen Verlauf 

der Aktivität der produzierten Substanz und tragen Sie die er- 
rechneten Werte in ein Schaubild ein. Wählen Sie als Zeitraum 

etwa das l0fache der Halbwertszeit.
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Wie in Abschnitt ßı.1] erhält man durch den Grenzübergang At —0 
die kontinuierliche Aktivitätsfunktion: 

Alt) = Bil - et) 
Diese Gleichung zeigt, daß sich bei genügend langer Bestrahlung die 
Aktivität des produzierten Präparates der Produktionsgeschwindig- 
keit annähert. Nach einer Zeitspanne von der Länge der Halbwerts- 
zeit hat die Aktivität des Präparates bereits den halben Wert der 
maximalen Aktivität erreicht. Eine wesentlich längere Bestrahlung 
im Reaktor ist im allgemeinen nicht mehr lohnend. 

Aufgabe 41.3 

Bestimmen Sie die Zeit (in Vielfachen der Halbwertszeit), in 
der 60%, 70%, 80%, 90%, 99 %der maximalen Aktivität erreicht 
werden. 

[41.3] Zerfallsreihen 

Das Produkt, das bei einem radioaktiven Zerfall entsteht, kann 
selbst wieder instabil sein, so daß unter Umständen eine lange Fol- 
ge von verschiedenen radioaktiven Substanzen entsteht (Zerfalls- 
reihe). So wandelt sich z.B. Uran 238 über 14 radioaktive Zwischen- 
produkte schließlich in das stabile Element Blei 206 um. Dabei be- 
sitzen die einzelnen Kernumwandlungen sehr verschiedene Zerfalls- 
wahrscheinlichkeiten bzw. Halbwertszeiten: zwischen 1.,6+10°° Mikro- 
sekunden und 4,5 Milliarden Jahren. Verzweigungen in Zerfallsreihen 
sind ebenfalls möglich. Sie sind damit von gleicher Struktur wie 
die in Abschnitt 29.2] beschriebenen Stoffmengenänderungen bei che- 
mischen Reaktionen; lediglich reversible radioaktive Prozesse sind 
aus Energiegründen nicht möglich. Für die Berechnung des zeitlichen 
Verlaufs solcher Zerfallsreihen kann damit auf die Überlegungen und 
Resultate aus Abschnitt 23.2] zurückgegriffen werden. 

Es sei N; „die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne der i-ten 

Substanz der Zerfallsreihe zum Zeitpunkt t=k-At und 1, die Zerfalls- 

wahrscheinlichkeit der i-ten Substanz (1sism). Enthält die Zer- 
fallsreihe keine Verzweigungen, so wird der zeitliche Verlauf der 
Substanzmengen durch folgendes System von Differenzengleichungen 
beschrieben: 

u "5 hE) EN, . (41.12) 
= - » "At: sism- R Ehe (1 ’, dt) Su At N 1, (2zsism-1l) (41.13) 

Niere "EN (41.14) 

Die m-te Substanz ist als letztes Glied der Zerfallsreihe stabil, 
so daß ihre Menge stets zunimmt. Sind von einem Element aus ver- 
schiedene Zerfallsprozesse möglich, so ändert sich das Differenzen- 
gleichungssystem nur unwesentlich. 

Für den Fall m= 3 (Muttersubstanz - Tochtersubstanz - Endprodukt) 
stimmen die Gleichungen (41.12) bis (41.14) mit den Gleichungen 
(29.7) bis (29.9) in ihrer Struktur überein. Die Lösung des Glei- 
chungssystems lautet also im Falle m= 3: 

= = h. ‚aeyk N N) ,or (1%, »At) (41.15)
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FE EENIR: DEREN . - kr. k 
N, x ER a N, 0 (1 1,st) (1 A„dt) ) (41.16) 

2 1 

Ay d, l k 1 k 
N, x = gar, nn, hysel ) (41.17) 

Die entsprechenden kontinuierlichen Funktionen werden wieder durch 

den Grenzübergang At — 0 geliefert: 

-\ t 

= ; 1 N, {t) = N, (0)-e 

A, -\ -\ı N,lt) = N. (0) te "1 - e’'2t) (41.18) 
2 A_-I 1 

2 1 

A, 

N, EN beit - Let2t) 
2 1 1 2 

Die Gleichungen (41.15) bis (41.17) bzw. (41.18) bestätigen den er- 
warteten Sachverhalt, daß die Muttersubstanz exponentiell abnimmt 

und die Anzahl der Atomkerne des Endproduktes sich der Anzahl der 
ursprünglich vorhandenen Kerne des Ausgangsprodukts annähert. Die 

ursprünglich nicht vorhandene Tochtersubstanz wächst zunächst stark 

an und nähert sich schließlich wieder dem Wert Null. Für den Zeit- 

punkt k ihres Maximums gilt nach Gleichung (29.24): 

In(A At) = IntA_At) 

In(1-A,At) - In(1-ıX,At) 
  k 

Die Gesamtaktivität der Probe setzt sich aus der Aktivität der Mut- 

tersubstanz und der der Tochtersubstanz zusammen. Nach (41.5), 

(41.15) und (41.16) gilt: 

k =ı- = . _ en = Ak 1 N, x A, N, .o (1 At) (41.19) 

Ay N K k 
A, x = Kath, n = No nr,at - (1-ı,At) ) (41.20) 

Vergleicht man die beiden Anteile, indem man den Quotienten aus 

A und A bildet, so erhält man: 
2:;:K l,Kk 

A A 1-A_At\R 
wi 1 - ie) ) (41.21) 
1l,k 2 1 1 

Häufig hat die Tochtersubstanz eine wesentlich kürzere Halbwerts- 

zeit als die Muttersubstanz, das heißt, ihre Zerfallswahrschein- 

Lei. NE 
lichkeit A, ist sehr groß gegen Ar Dann ist WET: kleiner als 1, 

1-A_dt\k 1 
und der Summand I-ı € strebt für große Zeiten (k —» bei fe- 

1 
stem At) gegen Null. Das Verhältnis der Aktivitäten strebt daher 

gegen 1, und die Aktivitäten von Mutter- und Tochtersubstanz sind 

annähernd gleich. Auch bei längeren Zerfallsreihen können ähnliche 

Verhältnisse vorkommen, wenn ein Glied der Reihe eine sehr viel ge- 
ringere Zerfallswahrscheinlichkeit besitzt als alle nachfolgenden. 
Die Aktivitäten der Folgeprodukte sind in diesem Fall fast gleich
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groß wie die der langlebigen Substanz. Man sagt dann, die Zerfalls- 
reihe befinde sich im radioaktiven Gleichgewicht. 

Aufgabe 41.4 

Bestimmen Sie das Verhältnis der Anzahlen der vorhandenen Kerne 
von Substanzen einer Zerfallsreihe, die sich im radioaktiven 
Gleichgewicht befindet. 

Aufgabe 41.5 

Für die vier Substanzen A,B,C, D gelte folgendes Zerfalls- eu 

N, 7 
Abb. 41. 

A, B und C sind also radioaktiv mit den Zerfallswahrscheinlich- 
keiten Ayı Are A, und Ayı während D stabil ist. 

a) Stellen Sie ein System von Differenzengleichungen auf für 
den zeitlichen Verlauf der vier Substanzmengen. Zu Beginn 
soll nur der Stoff A vorhanden sein. 

b) Schreiben Sie ein Programm zur Lösung dieses Differenzen- 

gleichungssystems und berechnen Sie die Lösungen für verschie- 

dene Zerfallswahrscheinlichkeiten. Tragen Sie die Resultate 
in ein geeignetes Koordinatensystem ein. 

€) Bestimmen Sie die explizite Lösung des Differenzengleichungs- 
systems.
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IX SCHLUSSBEMERKUNGEN 

$42 Methodologische Bemerkungen 

Ein zentrales Thema in der Diskussion von Problemen des Mathematik- 
unterrichts betraf in den letzten Jahren die Frage nach der Berech- 
tigung und dem richtigen Maß für die Einbringung struktureller As- 
pekte in den Unterricht einerseits und die Lehrerbildung anderer- 
seits. Auf eine Woge der Befürwortung struktureller, axiomatischer, 
begrifflicher und systematischer Vorgehensweisen, die selbst in der 
breiteren Öffentlichkeit unter den Stichworten "Mengenlehre" bzw. 
"Neue Mathematik" eine vergleichsweise große Beachtung fand, folgte 
alsbald deren Verdammung und die Gegenempfehlung des anwendungsbe- 
zogenen und problemorientierten Vorgehens. Letzteres war gerade in 
der Blütezeit des strukturellen, begrifflichen Unterrichts als un- 
systematisch, gelegentlich sogar als "Aufgabendidaktik" verketzert 
worden. 

zeitlich parallel, aber sachlich im wesentlichen unabhängig von die- 
ser Zickzackbewegung erfolgte eine atemberaubende Entwicklung im 
Bereiche der Computerindustrie, deren Geräte innerhalb kürzester 
Zeit um ganze Größenordnungen billiger, leistungsfähiger und bedie- 
nungsfreundlicher wurden. Es wurde dadurch möglich, einem jahrtau- 
sendealten Anliegen, nämlich der algorithmischen Denk- und Arbeits- 
weise, im Mathematikunterricht wieder verstärkt Aufmerksamkeit zu 
schenken. Einer der ersten mathematischen Algorithmen, der zugleich 
von paradigmatischer Qualität für den Algorithmusbegriff überhaupt 
ist, war das von Euklid vorgestellte Verfahren zur Bestimmung des 
größten gemeinsamen Teilers zweier natürlicher Zahlen ("Euklidi- 
scher Algorithmus"). Jeder Algorithmus stellt ein grundsätzlich kon- 
struktives Verfahren zur Erreichung eines bestimmten Zieles dar. 
Auf Grund dieser konstruktiven Qualität sind algorithmische Themen- 
kreise für den Mathematikunterricht sogar von besonderer Bedeutung. 
Sie spielten im traditionellen Unterricht auch eine große, jedoch 
gelegentlich etwas zwielichtige Rolle. Die Behandlung von Algorith- 
men umfaßt nämlich die beiden folgenden Aspekte: 

a) die Konstruktion, den Entwurf, die "Architektur" von (neuen) 
Algorithmen; 

b) das Ausführen von (vorgegebenen) Algorithmen. 

Algorithmen werden von "Prozessoren" ausgeführt. Computer sind au- 
Berordentlich schnelle und zuverlässige Prozessoren. Da man im tra- 
ditionellen Mathematikunterricht, abgesehen von einigen Geräten mit 
sehr eingeschränkten Möglichkeiten, über keine Universalprozessoren 
(Computer) verfügte, war man gezwungen, die Algorithmen zum großen 
Teil manuell auszuführen. Einen der wichtigsten algorithmischen 
Grundbausteine stellt die Wiederholung, die Schleifenbildung dar. 
Die manuelle Ausführung von Algorithmen, insbesondere mit Wieder- 
holungselementen, ist im allgemeinen äußerst zeitaufwendig. 

Der Gefahr, daß man sich im Rahmen eines zeitlich beschränkten Ma- 
thematikunterrichts zu sehr auf die "Ausführung von Algorithmen" 
und zu wenig auf die "Konstruktion von Algorithmen" konzentrierte, 
wurde häufig nicht energisch genug entgegengewirkt. Dieser Aspekt 
des Algorithmierens erdrückte somit häufig den konstruktiven bzw, 
problemorientierten Unterricht und brachte den Begriff des 
Algorithmus insgesamt in einen gewissen Verruf,
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Der Computer befreite seine Benutzer davon, sich zeitlich über Ge- 

bühr mit der Ausführung von Algorithmen beschäftigen zu müssen, und 

schuf dadurch insbesondere im Mathematikunterricht die Möglichkeit, 

der Konstruktion von Algorithmen den ihr gebührenden Stellenwert 

einzuräumen. Diese Ziele verfolgt insbesondere der computerorien- 

tierte Unterricht. Er darf nicht mit Entwicklungen verwechselt wer- 
den, indenen angestrebt wurde, Elemente der Lehrtätigkeit des Leh- 
rers auf den Computer zu übertragen, und die unter den Bezeichnun- 

gen "programmierter Unterricht" bzw. "computerunterstützter Unter- 
richt" (CUU) liefen. 

Obwohl Algorithmen von sich aus nicht ohne weiteres einem der bei- 

den Pole des eingangs beschriebenen Spannungsfeldes "strukturelle, 

axiomatische Mathematik" versus "anwendungsbezogene, problemorien- 
tierte Mathematik" zuzuordnen sind, geraten sie durch den Einsatz 

von Taschenrechnern und Computern bei der numerischen Auswertung 

anwendungsbezogener Probleme stark in die Nähe des Feldes der an- 

wendungsorientierten Mathematik. Das Abebben der strukturorientier- 

ten und das Ansteigen der anwendungsorientierten Welle im Mathema- 

tikunterricht wurde so durch die neuen algorithmischen Möglichkei- 
ten noch wesentlich verstärkt, vielleicht auch in diesem Ausmaß 
überhaupt erst ermöglicht. Die geschilderte Entwicklung birgt u.E. 

die Gefahr einer eskaladierenden Wellenbewegung zwischen scheinbar 

konträren mathematischen und unterrichtlichen Grundpositionen in 

sich. Schnell aufeinanderfolgende Modeströmungen sind vielleicht 
für die Textilindustrie nützlich, für den Mathematikunterricht sind 
sie u. E. jedoch von Übel, weil sie eine der Grundvoraussetzungen 

für langfristig erfolgreichen Unterricht, nämlich die Kontinuität 
des Lernprozesses, zerstören. 

Wir halten den Anwendungsbezug des Mathematikunterrichts zweifellos 

für sehr bedeutsam, aber nicht für das Maß aller Dinge. Es gibt auch 

Themen, die sich einer schnellen Anwendbarkeit entziehen, jedoch 

von grundsätzlicher Bedeutung sind und gerade wegen ihrer Zweckfrei- 

heit ein wesentliches Element der mathematischen Bildung ausmachen. 

Ein vorrangiges Ziel beim Verfassen dieses Buches bestand für uns 

darin, verschiedene komplementäre Komponenten des Spannungsfeldes, 

in dem sich der Mathematikunterricht befindet, zu integrieren und 
so zu einer relativ ausgewogenen Darstellung gewisser Bereiche des 
Mathematikunterichts und seines Hintergrundes beizutragen. 

Die wesentlichen Ziele, die wir mit unserem Beitrag zum Thema "Dif- 

ferenzengleichungen" verfolgen und von denen viele als fundamentale 

Ideen des geschilderten Gebietes angesehen werden können, sind in 
summarischer Darstellung: 

a) Integration, Kontinuität und Ausgewogenheit im Unterricht jeweils 
sowohl in inhaltlicher als auch in methodologischer Hinsicht, 
Beziehungshaltigkeit in den Unterrichtsthemen; 

b) im heuristischen, methodologischen Bereich: 
Elementarisierung und Vereinfachung, Einbringung empirischer, 

paradigmatischer Arbeitsweisen, operatives parametrisches Lernen 

und Arbeiten, Einbringung geometrischer Veranschaulichungen und 

Deutungen, konstruktiv/algorithmisches Vorgehen, Modularität des 

Problemlösens, Denken und Arbeiten in und mit Modellen; geneti- 

sche Vorgehensweise; 

c) zum Arbeiten mit Modellen: 

Diskretisierung, Rekursivität, Interpretation, Simulation, "dy- 
namisches Denken". 

Diese Stichworte sollen im folgenden näher erläutert werden.
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[2.1] Integration, Kontinuität, Ausgewogenheit 

Auf inhaltliche Aspekte bezogen, wird dem Ziel der Integration in 

den vorangehenden Kapiteln auf den folgenden drei Ebenen Rechnung 
getragen: 

a) Innermathematische Integration 

In den dargestellten Themenkreisen gehen Inhalte und Methoden der 
computerorientierten Mathematik, der Algebra, insbesondere der li- 
nearen Algebra, der elementaren, teilweise naiv gehandhabten Ana- 

lysis und auch der Geometrie fließend ineinander über; sie bedin- 

gen und motivieren sich gegenseitig. Das Thema bietet u.E. die 

Chance, einer bereits auch für die Schulmathematik drohenden Iso- 

lierung der einzelnen mathematischen Teilgebiete entgegenzuwirken. 

b) Integration im Bereich des gesamten mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts 

Auf Grund der diskretisierenden Betrachtungsweise werden viele Fra- 
gestellungen aus dem Bereich der Naturwissenschaften, zu deren Be- 

handlung sonst meist Mittel aus der Integral- und Differentialrech- 

nung oder aus der Theorie der Differentialgleichungen eingesetzt 

werden, bereits mit Mitteln des Mittelstufenunterrichts beschreib- 
bar und lösbar. Hierdurch zeichnet sich einerseits die Chance der 
Motivaticn im Mathematikunterricht durch ansprechende und bedeut- 

same naturwissenschaftliche Fragestellungen und andererseits die 

Wiederbelebung mathematischer Methoden in den naturwissenschaftli- 

chen Fächern ab. Es wird ja allgemein beklagt, daß die mathemati- 
sche Darstellung dort häufig entweder ganz aufgegeben oder im Rah- 

men von "Spezialmathematiken" für die Naturwissenschaften an Schule 

und Hochschule durchgeführt wird. Etwaigen Erfolgen bei der Verfol- 

gung dieser fachübergreifenden Integrationsziele kann allerdings 
auf schulorganisatorischer und schulpolitischer Basis in vielfäl- 

tiger Weise wirksam vorgebeugt werden; etwa dadurch, daß man in be- 

stimmten Bundesländern und Schularten z.B. den Physikunterricht in 

der Mittelstufe auf eine Wochenstunde reduziert, oder dadurch, daß 
man den verbindlichen Fächerkanon auf der Oberstufe so weit dezi- 

miert, daß nichts mehr zu integrieren übrig bleibt. 

ce) Integration von Fragestellungen, die den mathematisch-naturwis- 

senschaftlichen Bereich überschreiten 

Das geschieht exemplarisch etwa durch Einbringung wirtschaftlicher 
Themenkreise. Globales Darstellungsmittel ist dabei meist das re- 

kursiv beschriebene Modell. Nicht zuletzt hier bietet sich als Per- 
spektive auch der Brückenschlag zur Thematik der Regelkreise und 

in die kybernetische Betrachtungsweise an. 

Neben dieser inhaltlichen Integration im Bereich des Mittelstufen- 

und Oberstufenunterrichts enthält der beschriebene Themenkreis gute 

Möglichkeiten zur Wahrung der Kontinuität des Lernprozesses durch 
eine spiralförmig angelegte Behandlung, die bei richtiger Sicht der 

Dinge durchaus schon in der Primarstufe beginnt. 

Die spiralförmig/kontinuierliche Anlage: 

a) Primarstufe (erste Erfahrungen): ordinaler Aspekt des Zahlbe- 
griffes (Zahl als Zählzahl) und seine wissenschaftliche Fundie- 
rung durch die Peano-Axiome (in der Lehrerbildung); einfache 

Iterierungs- und Reihungsverfahren (insbesondere bezüglich der 

arithmetischen Grundoperationen, z.B. Multiplikation als ite- 
rierte Addition, Division mit Rest als iterierte Subtraktion, 
Stellenwertsysteme); figurierte Zahlen und rekursive Zahlenmu-
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Abb. 42.1 Beziehungshaltigkeit im Thema "Differenzen- 
gleichungen und ihre Anwendungen" 

Ster; rekursive geometrische Konstruktionsverfahren (z.B. Poly- 
ominos); Spiele rekursiven Charakters; stochastische Grunderfah- 
rungen. 

b) Mittelstufe (Fundierung und Ausbau): Vertiefung der Primarstufen- 
Themen; einfache Probleme wirtschaftlicher Natur (Zins, Zinses- 
zins, Tilgung von Darlehen, Renten); arithmetische und geometri- 
sche Folgen und deren Summierung; sporadische Folgen (z.B. Fi- 
bonacci-Zahlen) ; wahrscheinlichkeitsrechnung, Stochastik (Irr- 
fahrten, Mittelwertsregeln, Wahrscheinlichkeitsabakus, iterative 
Ermittlung statistischer Parameter, Simulation); erste Modell- 
bildung ("Sachrechnen"); Wachstumsprozesse. 

c) Oberstufe: Vertiefung und Analyse der bereits behandelten Themen; 
Entwicklung vollständiger (geschlossener) Lösungen; Stabilitäts- 
betrachtungen; lineare Algebra und Analysis als Hilfsmittel und 
in ihren Anwendungen, numerische Mathematik, Eigenwertprobleme, 
Stochastik (insbesondere: Markoffsche Ketten) ; diskrete Modelle 
und Verfahren in Wirtschaft, Technik, Naturwissenschaften, Sozi- 
alwissenschaften, Sprachwissenschaften. 

Grundstudium im Hochschulbereich: Vertiefung und Weiterführung 
der angesprochenen Fragestellungen besonders in den Studienrich- 
tungen der mathematisch-naturwissenschaftlich orientierten Leh- 
rerbildung und der Wirtschaftswissenschaften.
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So gesehen, enthält das Thema "Differenzengleichungen", auch wenn 
es im Unterricht nicht explizit unter diesem Namen angesprochen 
wird, einen hohen Grad an Beziehungshaltigkeit. Letztere ist der 

Übersichtlichkeit halber in Abbildung 42.1 noch einmal graphisch 
dargestellt. Zur sachgerechten Einbringung des Themas im Unterricht 

ist übrigens nicht die totale Änderung aller Lehrpläne notwendig, 

da es gut mit den zentralen klassischen Themen des Mathematikunter- 

richts verträglich ist. 

Durch unüberlegte "Bereinigungen" bzw. Streichungen in den Lehrplä- 

nen wird allerdings solchen Integrationszielen häufig die Grundlage 
entzogen. So ist eine angemessene Behandlung der beschriebenen The- 

menkreise z.B. dort stark gefährdet, wo man meint, solche für den 

Mathematikunterricht "ungeeignete" Themen wie "Folgen und Reihen" 

dezimieren oder streichen zu müssen. Nachdem das Kind in den Brun- 

nen gefallen ist, findet sich dann im allgemeinen niemand mehr, der 
für eine solche Entwicklung verantwortlich war; das Ganze hat sich 

dann im Rückblick im allgemeinen aus einer bedauernswerten Kette von 
unüberwindbaren Sachzwängen heraus ergeben. 

Die fundamentalen Ideen des Themenkreises "Differenzengleichungen 

..." sind in unserer Einschätzung: 

a) algorithmisches Denken; insbesondere Iteration und Rekursion 
(im Unterricht propädeutisch durch Wiederholungs- und Seriierungs- 
schemata zu behandeln und zu veranschaulichen). 

b) Mathematisierung durch Modellbildung; insbesondere Diskretisie- 
rung, Linearität und Linearisierung, Simulation, Gleichgewicht 

und Stabilität. 

[42.2] Heuristik und Methodologie 

In diesem Bereich liegen zugleich Chancen und Gefahren des Themas 

"Differenzengleichungen ...". Eine der Hauptgefahren liegt in der 
übereilten Vorgabe von Lösungsansätzen. Gerade dieser Gefahr wird 

u. E. in der bestehenden Literatur zuwenig entgegengewirkt. Typi- 
sche Formulierungen, die nach der Mathematisierung eines Sachpro- 

blems in Form einer Differenzengleichung anzutreffen sind, lauten 

etwa: "Wir machen nun den folgenden Lösungsansatz ...". Dem Lernen- 

den bleibt nichts weiter übrig, als diesen für ihn vom Himmel ge- 
fallenen Ansatz auf seine Berechtigung bzw. Richtigkeit hin zu 

überprüfen. Vor den Lösungsansatz gehört jedoch die Motivation, wie 
man gerade zu diesem Ansatz kommt. Mit einiger Mühe läßt sich die- 

ses motivationale Problem in den meisten Fällen auf akzeptable Wei- 

se lösen. So etwa bei der Lösung der verallgemeinerten Fibonacci- 

Gleichung Yara + a1 Yyyı + ag Ye =0 durch die Idee des Aufspaltens 

in zwei lineare Gleichungen erster Ordnung und deren simultane Lö- 
sung mit klassischen Mitteln des Mittelstufenunterrichts (Lösung 

quadratischer Gleichungen; Wurzelsätze von Vieta). Dieser heuristi- 
sche Zugang ist so tragfähig, daß er zu zentralen Begriffsbildun- 

gen führt (charakteristische Gleichung, charakteristisches Polynom) 

und im Kern die Lösung aller linearer Differenzengleichungen mit 

konstanten Koeffizienten enthält. Andere heuristische Zugänge zur 
Lösung von Differenzengleichungen stellen die in Abschnitt 1143] 

geschilderten Verfahren, insbesondere die auf dem Prinzip der Hoch- 
rechnung basierende empirische Methode, die Homogenisierung und 
die modulare Vorgehensweise dar. Ist die Gefahr der "Ansatzmetho- 
dik" gebannt, so eröffnen sich für den Unterricht die folgenden 

heuristischen und methodischen Möglichkeiten:
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- Elementarisierung, Vereinfachung; 
- empirisch/paradigmatische Fundierung; 
- operatives parametrisches Lernen; 

- geometrische Veranschaulichung; 
- konstruktiv/algorithmisches Arbeiten, modulare (strukturierende) 

Vorgehensweise; 

- genetische Vorgehensweise. 

Die in Abschnitt [42.1] geschilderte inhaltliche Ausgewogenheit 
spiegelt sich also auch im heuristisch/methodologischen Rahmen wider. 
Im folgenden werden die obigen Stichworte näher erläutert. 

a) Elementarisierung, Vereinfachung 

Durch die diskretisierende Betrachtungsweise wird der begrifflich/ 
technische Rahmen zur Behandlung vieler Probleme erheblich verein- 
facht. An Stelle der sonst in vielen Anwendungen herangezogenen in- 
finitesimalen Methoden (Differential- und Integralrechnung; Diffe- 
rentialgleichungen) werden nur noch im wesentlichen finite Methoden 
benutzt. Bis zur Behandlung von Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung (einschließlich) kommt man durchaus mit den klassischen Hilfs- 
mitteln des Mittelstufenunterrichts aus; über weite Strecken benö- 
tigt man sogar nur die Grundrechenarten. Die durch Diskretisierung 
herbeigeführte Vereinfachung ist von der Sache her legitim; häufig 
werden kontinuierlich beschriebene Vorgänge sowieso - spätestens 
bei der Übertragung auf einen Digitalrechner - diskretisiert. Et- 
waige Grenzübergänge sind im Mittelstufenunterricht in propädeu- 
tischer Form auf naive Weise durchführbar. Entscheidend ist die 
Chance zur Vermeidung von trickreichen Ansätzen durch geeignetes 
methodisches Vorgehen. 

b) Empirisch/paradigmatische Fundierung 

Ein praktisch zu allen Zeiten unumstrittener Grundsatz des Mathe- 
matikunterrichts besagt, daß mathematische Begriffe und Inhalte an 
sorgfältig ausgesuchten Beispielen vorbereitet, entwickelt und er- 
läutert werden sollten. Diese beispielsgebundene Vorgehensweise 
stellt methodisch gesehen einen der Hauptunterschiede zwischen dem 
Erlernen von Mathematik an Schule und Hochschule dar. Es kommt im 
Unterricht jedoch nicht auf die Anzahl der behandelten Beispiele, 
sondern auf ihre Typizität, ihren paradigmatischen Charakter an. 
Ein einziges schlagendes Beispiel ist oft geeignet, den Sinn einer 
schwer eingängigen abstrakten Definition oder eines mathematischen 
Sachverhaltes zu erhellen. Der Themenkreis "Differenzengleichungen 
und ihre Anwendungen" eignet sich sehr gut für ein solches exempla- 
risches Vorgehen; die auftretenden rekursiven Gleichungen lassen 
sich im allgemeinen gut anhand konkreter Sachsituationen diskutie- 
ren. Wir haben diesen Umstand bewußt dazu benutzt, um die behandel- 
ten Differenzengleichungen nicht nach ihrer systematischen Bezeich- 
nung, sondern nach typischen Anwendungsfällen zu benennen (Tilgungs- 
gleichung; Dynamische-Prämien-Gleichung; Fibonacci-Gleichung; La- 
gerhaltungsgleichung ...). In enger Verbindung mit der exemplari- 
schen Vorgehensweise des Lehrers steht die empirische Methode als 
universelles heuristisches Prinzip für den Lernenden. Wir verste- 
hen darunter im Kontext des Themas "Differenzengleichungen ..." 
die schrittweise Annäherung an die Lösung eines rekursiv beschrie- 
benen Problems im folgenden Sinne: 
1. Phase der Fundierung: Erwerb einer empirischen Basis durch kon- 

krete, numerische "Hochrechnung" der Lösung einer rekursiven 
Gleichung, ausgehend von festen Anfangswerten (natürlich können 
so nur Anfangsstücke von Lösungsfolgen gewonnen werden, die aber 
beliebig weit fortsetzbar sind);
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2. Phase der Hypothesenbildung; qualitativer Überblick: 

a) durch geeignete Gruppierung der hochgerechneten Daten in Wer- 

tetafeln und ihre graphische Darstellung in geeigneten Schau- 

bildern (Hilfsmittel: Computer); 

b) durch Nachvollzug der numerischen Hochrechnung in Form einer 

Hochrechnung mit Variablen (Yor Yyrcoı Y„) als Anfangswerten; 

Entdeckung von Gesetzmäßigkeiten bei der Entwicklung der Koef- 

fizienten im Prozeß der Hochrechnung. 

Die unter 2a) und b) genannten Vorgehensweisen liefern globale Ein- 

drücke vom Typ der Lösung und dienen der Hypothesenbildung im Hin- 
blick auf die geschlossene Form der Lösung. 

3. Phase der Verifikation: durch deduktive Bestätigung, daß die 

in 2. gewonnenen Hypothesen tatsächlich zu einer Lösung des Pro- 
blems führen; 

4. Phase der Sicherung, Verallgemeinerung und Reflexion: durch Ge- 

winnung eines Überblicks über die komplette Lösungsgesamtheit. 

In diesem abgestuften Verfahren kommt sehr gut die sich in frucht- 

barer Weise ergänzende Wechselwirkung zwischen algorithmischer und 
struktureller Vorgehensweise zum Tragen (erstere vor allem in den 
Schritten 1 und 2; letztere in den Schritten 3 und besonders 4). 
Wir kommen auf diesen Aspekt noch unter Punkt e) zurück. 

Schließlich wollen wir die Tatsache nicht unerwähnt lassen, daß 
sich das oben geschilderte stufenweise Verfahren sehr gut für Dif- 

ferenzierungszwecke im Unterricht eignet. Die Teilschritte 1 und 2 

dürften im allgemeinen von allen Schülern zu bewältigen sein. Da 

mit ihnen ein erster Abschluß - nämlich die Lösung des Problems 

auf empirisch/induktiver Ebene - gegeben ist, sind sie durchaus ge- 

eignet, auch dem weniger leistungsstarken Schüler Erfolgserlebnisse 

zu vermitteln. Die intellektuell anspruchsvolleren deduktiv/struk- 

turellen Vorgehensweisen in 3 und 4 dürften dagegen häufig den lei- 

stungsstärkeren Schülern vorbehalten bleiben. Selbst der professio- 
nell arbeitende Mathematiker muß sich ja gelegentlich mit einer 
empirisch/induktiv gefundenen Lösung begnügen. Das oben geschilder- 

te schrittweise Verfahren enthält u. E. die Bausteine eines oft zy- 

klisch ablaufenden heuristischen Prozesses, den wir in Abbildung 

42.2 graphisch dargestellt haben. 

c) Operatives parametrisches Lernen 

Eine der Grundfragen beim operativen Vorgehen lautet: "Was geschieht, 
wenn ...?" Im Themenkreis "Differenzengleichungen ..." gibt es viele 

Fragen von diesem Typ; etwa: "Was geschieht, wenn wir die Anfangs- 
werte eines Problems verändern?", "Was geschieht, wenn wir die Koef- 
fizienten (Parameter) einer Gleichung verändern?", "Was geschieht, 

wenn man den Grad einer Gleichung erhöht oder reduziert, die Inho- 

mogenitätsfunktion variiert?" usw. Besonders im Rahmen der empiri- 
schen Lernmethode läßt sich das Variieren der Parameter etwa über 

flexible Eingabemöglichkeiten am Computer oder über gezielte Para- 
meterdurchlaufschleifen gut einbringen. Eine ideale Ergänzung stel- 

len hierbei analoge Geräte dar, wo man das Variieren der Parameter 
ganz konkret durch das "Drehen an Einstellknöpfen" realisieren 

kann. Auch graphische Ausgabemöglichkeiten, mit deren Hilfe die je- 
weiligen Ergebnisse gleich in bildhaft anschaulicher Form darstell- 

bar sind, können bei diesem "parametrischen Lernen" von großem Nut- 

zen sein. 

Notwendig erscheint uns die Feststellung, daß die Variation der
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Problem, 

unübersichtliche 
erstes Vorantasten 

Verallgemeinerung, Situation 
Modifikation 

  

     

  

empirische Basis, 

erster Überblick    Sicherheit,    

    

    

  

   

  

Übersicht 

auch über Rand-    

  

Hypothesen - 

und Sonderfälle bildung    
    

    

  

   
    

Festigung, 
Kontrollen 

(Proben), 

Plausibilitäts- 
betrachtungen 

    

    

Präzisierung 

   

  

Lösung der Fragestellung 

    des Problems und Terminologie, 

  

Formalisierung konkrete Vermutungen      
Abb. 42.2 "Heuristischer Zyklus" 

Parameter stets in kontrollierter Form vorgenommen werden sollte; 
durch ein wildes gleichzeitiges Drehen an allen Knöpfen wird selten 
eine Erkenntnis über die Wirkungsweise der verschiedenen Einfluß- 
faktoren zu gewinnen sein. Dieser Gesichtspunkt ist u. E. übrigens 
auch bei den sonstigen Unterrichtsthemen zu beherzigen. So wird 
der Schüler z.B. nur dann einen Einblick in die Linearitätsverhält- 
nisse der Prozentrechnung gewinnen, wenn von den drei Daten Grund- 
wert, Prozentwert und Prozentsatz stets nur eines in systematischer 
Weise variiert und diese Variierung in Verbindung mit dem Werte- 
verlauf der anderen Variablen graphisch umgesetzt wird. Aus den 
üblicherweise angegebenen drei Grundaufgaben der Prozentrechnung 
werden so bei näherem Hinsehen sechs, je nachdem, welche der drei 
Größen konstant gehalten wird, welche die unabhängige Variable und 
welche die abhängige Variable darstellt (siehe Abb. 42.3). 

Auch in anderen mathematischen Gebieten führt die der operativen 
Vorgehensweise entsprechende systematische Variation des jeweiligen 
Kontextes zu den typischen Grundaufgaben dieses Gebietes; siehe et- 
wa die Grundaufgaben zur arithmetischen Folge in Aufgabe 1.12 bzw. 
zur geometrischen Folge in Aufgabe 3.11. 

d) Geometrische Veranschaulichung 

Dazu ist im Zusammenhang mit der empirischen Methode und den Aus- 
führungen zum operativen parametrischen Lernen schon einiges gesagt 
worden. Es bleibt nur noch darauf hinzuweisen, daß gerade der dy- 
namische Charakter rekursiver Probleme durch die geometrische Ver- 
anschaulichung besonders deutlich zum Tragen kommt. Diese Art der
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Beispiele: 

Etrechnung von Nettopreisen 

aus dem Mehrwertsteuerbetrag 

Lohnerhöhung rein linear 

Kreditaufnahme: 

Tilgungsbetrag vorgegeben; 

welche Kreditaufnahme 

ist möglich ? 

Spendensituation: z. B.: 

Jeder spendet 50,— DM 

Dänischer Sommerschluß - 

verkauf (siehe unten) 

Lohnerhöhung ausschließlich 
durch Sockelbetrag   

Abb. 42.3 
Die Grundaufgaben des Prozentrechnens in operativ- 
£funktionaler Auffassung 

Bemerkung zum dänischen Sommerschlußverkauf: Er 

findet in einer festgelegten Woche von Montag bis 

Freitag statt. Am Montag werden alle Waren um 10%, 
am Dienstag um 20 %, ... „ am Freitag um 50 % redu- 

ziert. 

Veranschaulichung besitzt u. E. eine eigenständige heuristische 
Qualität. Besonders deutlich wird dies z.B. in $8, wo letztlich 

die graphische Darstellung von empirisch gewonnenen Lösungsfolgen 
der Tilgungsgleichung den Hinweis auf die Rückführbarkeit des Til- 
gungsprozesses (durch Koordinatentransformation) auf den wohlbekann- 

ten Sachverhalt der geometrischen Folge ermöglicht, wodurch das 

Tilgungsproblem mit einem Schlage völlig geklärt wird. 

e) Konstruktiv/algorithmisches Arbeiten 

Der rekursive Charakter von Differenzengleichungen oder der ihnen 
zugrundeliegenden Sachsituationen fordert geradezu den Einsatz von 

Computern zur Hochrechnung von Lösungen heraus. In diesem Sinne 
spiegelt sich die Rekursivität der zu behandelnden Gleichungen al- 

lerdings nicht in - syntaktisch gesprochen - rekursiven Algorithmen 

(etwa in Form von sich selbst aufrufenden Prozeduren) wider, son- 
dern die meisten Algorithmen sind durchaus iterativer Natur. Dies 

kommt besonders der Speicher- und Laufzeitökonomie zugute, obwohl 

letztere Gesichtspunkte im Rahmen der unterrichtlichen Behandlung 

u.E. gegenüber den Forderungen nach Klarheit, guter Gliederung
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und guter Dokumentation der Algorithmen zurückstehen müssen. 
Es gibt aber auch durchaus eine Fülle algorithmischer Probleme, wo gerade die Rekursivität des Algorithmus eine zentrale Rolle bei der Lösung des Problems spielt (z.B. rekursive "Wechselwegnahme" beim Euklidischen Algorithmus; rekursive Strategien bei gewissen Sortier- verfahren wie z.B. "Quicksort", "Sortieren durch Mischen"; rekur- sive Strategien in Spielen, wie z.B. "Turm von Benares"), 
Das algorithmische Element ist also ein zentraler Bestandteil in der heuristischen Vorgehensweise. Die von festen Anfangswerten ausgehen- de Hochrechnung liefert stets einen Gesamtüberblick über eine Lö- sungsfolge. Ist man jedoch nur an einer Einzelauswertung, etwa dem zehntausendsten Glied der Lösungsfolge, interessiert, so wird man im allgemeinen auf die explizite Lösung in geschlossener Form zu- rückgreifen, falls diese überhaupt verfügbar ist. Da man geschlos- sene Lösungen im allgemeinen nur durch Anwendung algebraischer, struktureller Methoden erhält, ist der Themenkreis "Differenzenglei- chungen ..." u.E. besonders gut geeignet, die Wechselwirkung zwi- schen algorithmischen und strukturellen Arbeitsweisen aufzuzeigen und dadurch zu einem ausgewogeneren Bild von der Mathematik beizu- tragen. 

Daß Algorithmen grundsätzlich konstruktiver Natur sind, wurde be- reits erwähnt und ist unmittelbar einsichtig. Die syntaktischen Mög- lichkeiten der neueren Programmiersprachen eröffnen die Chance, die Technik des modularen, gegliederten Problemlösens unmittelbar in die Formulierung des Lösungsalgorithmus umzusetzen. Wesentliche syn- taktische Sprachelemente, die eine solche Unterteilung eines Pro- blems in Teilprobleme und die geordnete Zusammenführung der Teil- lösungen zu einer Gesamtlösung ermöglichen, sind das (insbesondere auch rekursive) Prozedurkonzept, das Paket- und Refinementkonzept sowie Möglichkeiten der Datengliederung und Datenabstraktion. 
Die algorithmische Denk- und Arbeitsweise eröffnet u. E. darüber hin- aus die Möglichkeit zur Vertiefung des Variablenverständnisses. Beim Arbeiten mit dem Cumputer kommt sowohl der syntaktische als auch der semantische Aspekt des Variablenbegriffes zum Tragen. Der syn- taktische Aspekt - die Variable als Leerstelle, als Platzhalter - ist durch die physische Realisierung von Variablen in ganz bestimm- ten Speicherzellen und mit der Wertzuweisung als Vorgang des Über- schreibens gegeben. Der semantische Aspekt - die Variable als Name, Kurzbezeichnung - spielt in der Phase der Algorithmierung und Pro- grammierung (Festlegung von Namen als Identifikatoren) eine Rolle, Ein Problem, das sich aus der Algorithmierung für den normalen Ma- thematikunterricht ergibt und dem in geeigneter Weise Rechnung ge- tragen werden muß, besteht darin, daß Variablenbezeichnungen, die bei der Konstruktion eines Algorithmus entstehen, häufig zugleich abkürzende, aber auch aussagekräftige Zeichenkonglomerate sind, was beim Prozeß des freien Konkatenierens in der Mathematik bei unvor- sichtigem Gebrauch Konflikte hervorrufen kann. 
Insgesamt kann man sagen, daß sich der syntaktische Aspekt des Va- riablenbegriffes beim Rechner auf der hardware- und maschinenorien- tierten Ebene, der semantische Aspekt dagegen eher auf der Software- Ebene widerspiegelt. Nachdem in der letzten Zeit im Rahmen von Vor- schlägen zur größeren begrifflichen Strenge u.E. der syntaktische Aspekt des Variablenbegriffes überbetont wurde, kommt bereits der verstärkten und somit ausgleichenden Betonung der semantischen Kom- ponente beim Vorgang des Algorithmierens eine positive Bedeutung zu.
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f) Genetische Vorgehensweise 

Die in Abschnitt [42.1] skizzierte spiralförmige Art der Eingliede- 
rung von Themen aus dem Gebiet "Differenzengleichungen ..." in den 

Mathematikunterricht ist u. E. geeignet, zwei methodischen Zielen 

zu dienen: In der nach vorn gerichteten Perspektive dienen die je- 

weiligen Themenkreise dem Ziel der Motivation und der Schaffung von 

Lernvoraussetzung für kommende Fragestellungen; in der Retrospektive 
dienen sie der Reflexion, Analyse und Anwendung bereits früher be- 

handelter Themen. In beiden Fällen sind der spiralförmige Aufbau und 
ein dichtes Beziehungsgefüge geeignet, den natürlichen Ablauf des 

Lernprozesses zu unterstützen und insbesondere der Stabilisierung 
und Festigung im Lernprozeß zu dienen. 

843 Das Arbeiten mit Modellen 

Ein vorrangiges Ziel des Mathematikunterrichts auf ziemlich hoher 
Stufe jeder Lernzielhierarchie ist das der Mathematisierung. Ihr 

liegt implizit oder explizit praktisch immer ein Denken und Arbei- 
ten im Rahmen von Modellen zugrunde. In den klassischen Anwendungs- 

feldern des traditionellen Mathematikunterrichts der Mittelstufe, 
etwa im Sachrechnen oder in der Physik, waren die zugrundeliegenden 

Modelle meist von kanonischer Natur, so daß dem Prozeß des Modell- 
bildens vergleichsweise wenig Aufmerksamkeit geschenkt wurde. Erst 
durch die Einbringung nichtklassischer Gebiete in den Unterricht, 

wie Stochastik, Algorithmik, und verbreiterte Anwendungsorientie- 

rung trat der Modellentwurf stärker in den Vordergrund. 

Der Begriff des Modells selbst ist letztlich philosophisch/er- 
kenntnistheoretischer Natur. Im weitesten Sinne stellt ein Modell 
ein analogiebehaftetes Abbild eines gewissen Originals dar, das 
meist, aber nicht immer ein Bestandteil der "realen Außenwelt", 
der Realität ist. Im Hinblick auf die Analogie zwischen Modell und 
Original ist dabei im allgemeinen eher der Aspekt ihrer äußeren, 
beobachtbaren Verhaltensweisen als der ihrer inneren Funktionsme- 
chanismen von Bedeutung. Die Verhaltensanalogie besagt, grob gespro- 

chen, daß bei analoger Variierungder Eingabedaten in Modell und 

Original auch die Ausgabedaten in analoger Weise variieren sollten. 

Über die Transformationsprozesse, die sich innerhalb des Modells 
abspielen, braucht dabei im einzelnen nichts bekannt zu sein. Man 

spricht im Extremfall von einem Black-box-Modell, wo nur Eingabe 
und Ausgabe beobachtbar bzw. bekannt sind. 

Ein Beispiel: Die mathematische Grundrechenart "Addieren" stellt 
ein Modell für die Tätigkeit des Zusammenlegens realer Gegenstände 
wie Äpfel, Stühle, Stäbe, Flächen dar. Ein Taschenrechner kann als 
Modell für die Zahlen und ihre Verknüpfungen angesehen werden. Ist 
die innere Verdrahtung unbekannt, so wird der Taschenrechner als 
Black box verwendet. Dennoch läßt sich beim Vorliegen verschiedener 

Taschenrechner allein durch geeignetes Variieren der Eingabedaten 

erkennen, ob sie nach denselben oder nach unterschiedlichen Rechen- 
regeln, wie z.B. Gültigkeit oder Ungültigkeit der Punkt-vor-Strich- 

Regel (Hierarchie) arbeiten. 

Der Grad der Analogie zwischen Original und Modell kann außerordent- 
lich verschieden sein. Der Taschenrechner stellt ein Modell hohen 
Analogiegrades für die Grundrechenarten dar, sonst würde man ihn 
nicht benutzen. Die Analogie ist jedoch nicht hundertprozentig, da 
etwa der Zahlbereich des Taschenrechners im Gegensatz zum Zahlbe- 

reich der rationalen Zahlen endlich ist und dadurch gewisse Patho-
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logien wie die Ungültigkeit des Assoziativ- oder des Distributiv- 
gesetzes auftreten können. Eine extrem scharfe Analogieforderung 
liegt den innermathematischen Modellen zugrunde, wo sich etwa ein 
axiomatisch definierter Begriff, wie der Begriff der Gruppe, in ei- 
ner konkret konstruierten und analog strukturierten Menge widerspie- 
gelt (hier z.B. in der Menge der rationalen Zahlen, strukturiert 
durch ihre Addition und die Zahl Null, oder in der Menge der posi- 
tiven rationalen Zahlen, strukturiert durch die Multiplikation und 
die Zahl 1 als Neutralelement). 

Die Verwendung von Modellen erfolgt im allgemeinen aus pragmatischen 
Motiven heraus, etwa, weil das Original zu komplex oder zu abstrakt 
ist. Modelle dienen also meist der Vereinfachung, Konkretisierung 
und Veranschaulichung von Originalen. Dies kann im allgemeinen nur 
dann erreicht werden, wenn das Modell im Vergleich zum Original re- 
lativ einfach strukturiert, wenn also der Grad der Analogie nicht 
allzu groß ist. Dies trifft insbesondere auf die meisten mathemati- 
schen Modelle zur Beschreibung von Sachverhalten aus dem Bereich 
der Wirtschafts-, Sozial- und Sprachwissenschaften zu. 

Im Rahmen der Diskussion des Modellbegriffes sind in diesem Zusam- 
menhang die Aspekte 

- Modellerstellung: Entwurf, Konstruktion, Interpretation, Korrek- 
tur und Verfeinerung von Modellen und 

- Klassifikation von Modellen anhand charakteristischer Merkmale 

von Bedeutung. 

a) Modellerstellung 

Bei der Erstellung von Modellen ist es wichtig, die Abbildung vom 
Original zum Modell so durchzuführen, daß das Modell durchsichtiger 
und leichter zu handhaben ist als das abzubildende Original. Dies 
läßt sich auf zwei verschiedene Weisen erreichen: durch Weglassen 
von "unwichtigen" Merkmalen (Reduktion) und durch Zusammenfassen 
von verschiedenen Begriffen zu einem Oberbegriff (Aggregation). 
Modellbildung bedeutet damit praktisch immer Verminderung von Kom- 
plexität unter Wahrung der wichtigsten Systemzusammenhänge. Häufig 
ist nicht unmittelbar klar, was wichtig oder unwichtig ist und was 
legitimerweise zusammengefaßt werden darf. Entscheidendes Kriterium 
für die Güte eines Modells ist das Maß an Übereinstimmung der Ver- 
haltensweisen von Modell und Original in den jeweils relevanten 
Aspekten. 

In den meisten Fällen ist der Prozeß der Modellerstellung kein ein- 
malig ablaufender und danach abgeschlossener Vorgang, sondern die 
Konstruktion läuft ab als potentiell unendlicher Prozeß zyklischen 
Charakters, bestehend aus den Komponenten Modellentwurf und -be- 
schreibung, Vergleich des Modellverhaltens mit dem Verhalten des 
Originals und eventuell Korrektur des Modells. Der Prozeß der Mo- 
dellerstellung ist dadurch als ein Regelkreis im Sinne der Kyberne- 
tik beschrieben. In diesem kybernetischen Zusammenhang betrachtet 
man an Stelle von beliebigen Originalen meist rückgekoppelte Systeme 
dynamischen Charakters. Der Prozeß der Modellerstellung selbst ist 
dabei auch ein derartiges dynamisch rückgekoppeltes System zur kon- 
tinuierlichen Korrektur und Verfeinerung des jeweiligen Modells. 
In Abbildung 43.1, wo dieser Regelkreis schematisch dargestellt ist, 
verwenden wir deshalb auch den Begriff "System" an Stelle von "Ori- 
ginal". 

Eine Schwierigkeit bei der Erstellung und Korrektur von Modellen 
liegt darin, daß es oft nicht möglich ist, Eingangsdaten, die zum
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Korrektur des Modells 
  

  
  

  

  

                
      

  
  

  

Modell Modellverhalten 

Eingangs- : 
größen Vergleich 

System Systemverhalten 
Abb. 43.1           

  

Testen des Modells gebraucht werden, auch auf das reale System zu 

leiten. So lassen sich z.B. Ergebnisse aus Tierversuchen in der Me- 

dizin oft nicht ohne weiteres auf den Menschen übertragen. Oder um 
in der Volkswirtschaft ein Konjunkturmodell zu testen, kann man 

nicht eine wirtschaftliche Rezession künstlich herbeiführen. 

Ein zentraler Vorgang beim Vergleich von Modell- und Systemverhal- 

ten ist die Interpretation von Modellsituationen im System und um- 

gekehrt. Hierbei kann besonders im Unterricht die Erstellung eines 
Übersetzungslexikons hilfreich sein. Bei der Beschreibung stocha- 

stischer Situationen durch graphentheoretische Darstellungsmittel 
könnte ein solches Lexikon etwa wie folgt beginnen: 

  

Original <—> Modell 

Zustand <—> Ecke: OÖ 

Übergang <— Pfeil, gerichtete Kante ——— 

Maß für die 

Häufigkeit 5 ; & 
sines Üker- “—> Übergangswahrscheinlichkeit p 

ganges (0spsl) 

absorbieren- ni 
der Zustand 

Für andere Beispiele siehe etwa U. Beck, Zur Didaktik der Anwendun- 
gen innerhalb eines ausgewogenen Mathematikunterrichts , Disserta- 
tion, Pädagogische Hochschule Dortmund, 1979. 

b) Klassifikation von Modellen 

Die Klassifikation von Modellen kann nach verschiedenen Kriterien 
erfolgen. 

Klassifikation nach dem Zweck 

Erklärungsmodelle dienen dem besseren Verständnis der Verhaltens- 

weise eines Systems; sie sind allerdings nicht immer so weit ver- 
feinert, daß sie konkrete Vorhersagen im Hinblick auf das System- 

verhalten erlauben. So sind z.B. Räuber-Beute-Modelle der Bioöko- 
logie geeignet, gewisse Phänomene wie Periodizitäten oder Ausster- 

ben intrinsisch zu erklären. Man braucht also z.B. zur Erklärung 

von Periodizitäten nicht auf eine Theorie der Sonnenflecken zurück- 
zugreifen. Dennoch sind sie jedenfalls in der hier dargestellten 
Form im allgemeinen viel zu grob, um konkrete Vorhersagen zu erlau-
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ben. Letzteres macht sie aber durchaus nicht wertlos, denn die Er- 
klärbarkeit intrinsischer Phänomene ist von durchaus eigenständigem 
Wert. 

Prognosemodelle gehen noch einen Schritt weiter und dienen zur Ab- 
schätzung von zukünftigen Entwicklungen eines Systems. Sie sind von 
Natur aus an einen hohen Grad von Analogie zwischen Modell und Sy- 
stem gebunden und setzen deshalb oft eine außerordentlich hohe An- 
zahl von Modellvariablen und -daten voraus, z.B. in der Wettervor- 
hersage. Die Behandlung von Prognosemodellen im Unterricht ist zwar 
äußerst motivierend - z.B. Wahlhochrechnungen -, scheitert aber oft 
an dem sachlich bedingten hohen Komplexitätsgrad des Modells. 

Entscheidungsmodelle dienen schließlich dem Auffinden von "optima- 
len" Verhaltungsweisen und werden gelegentlich im Bereich der Wirt- 
schaft, insbesondere bei der Führung von Unternehmen, eingesetzt. 

Klassifikation nach dem Mittel 

Materiale Modelle sind meist verkleinerte Nachbildungen eines Ori- 
ginals, z.B. Globus als Modell der Erdkugel, Wasserkreislauf als 
Modell eines Stromkreises. Sie dienen meist als Erklärungsmodelle. 

Abstrakte Modelle sind Beschreibungen realer Systeme durch natür- 
liche oder formale Sprachen. Insbesondere liegt mathematischen Mo- 
gellen, wie wir sie auch in den vorangegangenen Kapiteln in viel- 
fältiger Form kennengelernt haben, die (Formel-)Sprache der Mathe- 
matik zugrunde. Auch Programmiersprachen gehören zu den formalen 
Sprachen. 

Klassifikation nach dem Zeitverlauf 

Statische Modelle beschreiben den Zustand eines Systems zu einem 
festen Zeitpunkt. Sie sind also zur Beschreibung von sich ändernden 
Systemen ungeeignet. 

Im Gegensatz dazu wird in dynamischen Modellen der zeitliche Ver-- 
lauf der Systemgrößen dargestellt. 

Wegen ihrer besonderen Bedeutung betrachten wir schließlich noch 
die charakteristischen 

c) Eigenschaften mathematischer Modelle 

Deterministische und stochastische Modelle 

Sind alle in einer Modellierung auftretenden Parameter feste Werte, 
so bezeichnet man das Modell als deterministisch. Bei stochasti- 
schen Modellen dagegen liegt die Information über bestimmte Parame- 
ter nur in Form von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und deren Maß- 
zahlen wie Mittelwert und Streuung vor. In stochastischen Modellen 
kann man demgemäß als Ergebnisse ebenfalls nur stochastische Grö- 
ßen, zZ. B. Erwartungswerte, erhalten. 

Bei unserer Diskussion von Modellen in den vorangegangenen Kapiteln 
standen zweifellos deterministische Modelle im Vordergrund. Eine 
sinnvolle Ergänzung und Weiterführung dieses Projekts kann durch 
wesentlich stärkere Einbringung stochastischer Modelle erfolgen. 
Gerade bei derartigen Modellen erweist sich der Computereinsatz 
zum Zwecke der Simulation als äußerst nützlich. 

Lineare und nichtlineare Modelle 

Lineare Systeme treten in Reinform in der Realität selten auf, in 
angenäherter Form dagegen häufiger. Wegen ihrer außerordentlich gu- 
ten mathematischen Handhabbarkeit nehmen lineare Modelle in der 
Mathematik dennoch einen breiten Raum ein; siehe z.B. "Angebot-
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Nachfrage-Zyklen" in $9. Von besonderer Bedeutung im Mathematik- 

unterricht, wo lineare Modelle insbesondere im Themenkreis "Propor- 

tionalität" eine ausschlaggebende Rolle spielen, ist das Bewußtma- 

chen der Grenzen für den Gültigkeitsbereich des jeweiligen Modells, 

z. B. häufiges Abgehen von der Linearität im kaufmännischen Bereich 

durch das Gewähren von Rabatten. 

Die Linearität als wichtige Modelleigenschaft schlägt natürlich auch 
bei den von uns behandelten und durch Differenzengleichungen mathe- 

matisierten rekursiven dynamischen Prozessen voll durch. Die linea- 
ren Differenzengleichungen spielen eine besondere Rolle. Durch die 

größere Verfügbarkeit von Computern sind allerdings jetzt auch nicht 

lineare Modelle besser handhabbar, allerdings im wesentlichen durch 

die Methode des rekursiven Hochrechnens und nicht in Form geschlos- 
sener Lösungen. ' 

Diskrete und kontinuierliche Modelle 

Einer der grundlegenden Parameter bei den meisten Modellbeschrei- 

bungen ist die Zeit. Will man den in der Realität üblicherweise als 
kontinuierlich angesehenen Zeitablauf im Modell wiedergeben, so be- 

nötigt man die Theorie der stetigen reellen Funktionen und insbe- 
sondere ihrer Differentialgleichungen, also Hilfsmittel, die dem 

Mathematikunterricht selbst in der Oberstufe im allgemeinen nicht 

zugänglich sind. : 

Ein entscheidendes Mittel der Vereinfachung und Elementarisierung 

liegt in der Diskretisierung des Problems, also im Hinblick auf den 
Zeitparameter in der "Quantelung" der Zeit in Intervalle von fester 

Länge. Durch Verkleinerung der Intervallängen kann der kontinuier- 

liche Verlauf beliebig genau angenähert werden. 

An mathematischen Hilfsmitteln werden statt stetiger reeller Funk- 

tionen dann nur noch Folgen reeller Zahlen und statt Differential- 
gleichungen nur noch meist elementar handhabbare Differenzenglei- 

chungen benötigt. Wir vertreten die Auffassung, daß die Methode der 
diskreten Beschreibung von Modellen im Vergleich zur kontinuierli- 

chen Beschreibung nicht als "notwendiges Übel" anzusehen, sondern 

von völlig eigenständigem Wert ist, weil 

- viele Anwendungssituationen bereits von ihrer Problemstruktur 
bzw. von der Datenermittlung her diskreter Natur sind (dies be- 

sonders in den Wirtschaftswissenschaften und im Bereich der Mar- 

koffschen Ketten); 

- auch kontinuierlich beschriebene Modelle bei ihrer Übertragung 

auf digital arbeitende Computer sowieso "im nachhinein" diskre- 

tisiert und ihre Differentialgleichungen durch Differenzenglei- 
chungen approximiert werden müssen. Das den Differentialgleichun- 
gen optimal angepaßte Hilfsmittel ist eigentlich der analog ar- 

beitende Computer, der allerdings weit weniger verbreitet ist als 

der Digitalrechner. 

Wir haben uns deshalb konsequent bemüht, den Weg der Diskretisie- 
rung von Anfang an, also bereits vom Stadium der Begriffsbildung 

aus, zu beschreiten. Andererseits sind wir jedoch der Auffassung, 

daß die Behandlung von Differenzengleichungen im Unterricht auch 

ihre Grenzen hat. Mit dieser Darstellung wollten wir aufzeigen, wie 
weit man durch die konsequente Anwendung elementarer Techniken aus 

dem Bereich der Differenzengleichungen in interessante Fragestel- 
lungen vorstoßen kann. Eine Dogmatisierung dieser Vorgehensweise 

liegt uns jedoch fern. Dem in seinem Unterrichtsfach souveränen 
Lehrer dürfte klar sein, daß ein fließender Übergang zu kontinuier- 
lichen Techniken (Integral- und Differentialrechnung, Differential-
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gleichungen) fast an jeder Stelle möglich ist. Dies betrifft ins- 
besondere die Erarbeitung expliziter Lösungen von komplizierteren 

Gleichungen.
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Das Kürzel def weist auf Definitionen hin. 

abelsche Gruppe 69 

Abgeschlossenheit 68 
acceleration 267 

Aggregation 305 

Aktivität radioaktiver Substan- 
zen 289 

algebraisches Komplement 128 def 

Algorithmus 18, 294 

allgemeine Lösung 80, 99 def, 
145 

alpha-Zerfall 288 
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24 

Amplitude 244, 279 

Angebot-Nachfrage-Zyklen 61 

Anlageinvestition 249 

aperiodischer Fall 281 

archimedische Eigenschaft 13 def 

Argument 106 def 

arithmetische Folge 11, 14 def, 

18, 43 

arithmetisches Mittel 184 
Assoziativität 68 

asymmetrische Irrfahrt 175 
Ausgabesymbol 18 

autonome Investitionen 252 

Bakterienkultur 225 

Barwert einer Rente 50 

BASIC 19 

Basis 93 def, 140 

Bausparen 50, 232 

Bausparvertrag, Zuteilung 232 

Bernoullische Ungleichung 29 

Beschleunigung 267, 271 

Beschleunigung, mittlere 267 def 

beta-Zerfall 288 

Betrag 106 def 

Bewegungen mit konstanter Ge- 

schwindigkeit 266 

Bewegung, gleichförmig be- 

schleunigte 268 

Bewegung, gleichförmige 267 

Black-box-Modell 304 

Bruttosozialprodukt 249 

charakteristische Gleichung 

89 def, 130 

charakteristisches Polynom 

89 def, 130, 143 

chemische Reaktion 226 

C-14-Methode (Altersbestimmung) 

24 

cobweb diagram 64 

Darlehen 46 

Darstellung, explizite, 41 

Darstellung, rekursive 41 

Definition, rekursive 29 

Determinante 97, 126 def 

Determinantenkriterium 97, 126 

deterministische Modelle 307 
Dienstleistungen 247 

Differenzenfolge 31 

Differenzengleichung 40 def 

Differenzengleichung, lineare 43 def, 

114 

Differenzen, höhere 33 

Differenzenschema 34 

Dimension 94 def 

diskrete Modelle 308 

Diskriminante 110 def 

divergente Folge 56 def 
Dreieckszahlen 158 

Durchschnitt, g-gliedriger gleiten- 

der 184 def 

Durchschnitt, gleitender 184 def 

Durchschnittsgeschwindigkeit 267 def 

dynamische Modelle 307 

Dynamische-Prämien-Gleichung 73 

dynamische Prämiensteigerung 73 

Eigenfrequenz 282 

eindimensionaler Vektorraum 71 
Eingabesymbol 18 

Einheitsvektor 94 

Einkommenskonto 248, 250 

Einkommensteuer 36 

empirische Methode 75 

Endwert einer Rente 50 

Entscheidungsmodelle 307 

Entwicklung einer Determinante 128 
Erklärungsmodelle 306 

Ersparnis 250 

erste Mittelwertsregel 171 
Ertrag 203 

Erzeugendensystem 93 def 

erzwungene Schwingung 281 

explizite Därstellung 41 

explosives Wachstum 205 

exponentielles Wachstum 199 

ex-post-Gleichheit 253 

faires Glücksspiel 180 

Fakultät 29 def 

Fallbewegungen 272 

Fall, freier 272



314 Sachwortverzeichnis 
  

Fall im lufterfüllten Raum 273 

Federkonstante 276 

Federrichtgröße 276 
Fibonacci-Gleichung 87 

Fibonacci-Gleichung, verallge- 

meinerte 87 def, 98, 111 

Fibonacci-Zahlen 87 def, 99, 161 

figurierte Zahlen 158 

Flächeninhalte 165 
Fluchtgeschwindigkeit 284, 287 

Flußdiagramm 18 

Folge 13 def 

Folge, arithmetische 11, 14 def, 

43 

Folge, divergente 56 def 

Folge, geometrische 20 def, 39 

43 
Folge, konvergente 56 def 

Folge, monoton fallende 55 def 

Folge, monoton wachsende 55 def 

Folge, oszillierende 57 def 
Folge, polynomiale 39 

Folgereaktion 227 

Folge, streng monoton fallende 

55 de£ 

Folge, streng monoton wachsende 

55 def 

force 271 

Formel von Moivre 108 

freier Fall 272 

freie Schwingung 276 

freies Marktpotential 210 

freies Wachstum 199 

freie Variable 120 

Fünfeckszahlen 160 

Fundamentalsatz der Algebra 108 

Fundamentalsystem 98 

gamma-Zerfall 288 

Gaußscher Algorithmus 116 

Geburten 194 def 

Geburtenfunktion 194 def 

Geburtenrate 194 def 

gedämpfte Schwingung 276, 280 

Gehälter 249 

Geld 247 
geometrische Folge 20 def, 39, 

43 

geometrisches Wachstum 19, 199 

gerade Permutation 127 

Geschwindigkeit 266 def 

Geschwindigkeit, konstante 266 

Geschwindigkeit, mittlere 267 def 

Geschwindigkeit, nichtkonstante 

267 
Gewinne 249 

g-gliedriger gleitender Durch- 

schnitt 184 def 

gleichförmig beschleunigte Be- 

wegung 268 

gleichförmige Bewegung 267 

Gleichgewicht 153, 203, 205 

Gleichgewicht, labiles 205 

Gleichgewicht, radioaktives 293 

Gleichgewicht, stabiles 205 

Gleichgewicht, stationäres 219 

Gleichgewichtswert 155 def 

Gleichgewichtswert, stabiler 155 def 

Gleichgewichtszustände in Räuber-Beute- 
Systemen 219 

Gleichgewicht, temporäres 219 

Gleichungssystem, lineares 115 

gleitender Durchschnitt 184 def 

Glücksspiel 180 

Glücksspiel, faires 180 

Grad eines Polynoms 36 
Graph 171 

Gravitationsgesetz 283 

Gravitationskraft 283 

Grenzwert einer Folge 56 def 

Grundaufgaben der Prozentrechnung 302 

Grundgleichung der Mechanik 272 

Gruppe 69 

Gruppe, abelsche 69 

Gruppe, kommutative 69 

Güter 247 

Halbwertszeit 24, 289 def 

Hanau, Schweinezyklus 61 

harmonische Schwingung 275 

Harrod, Modell von 258 

Haushalte, private 247 

Heron, Verfahren von 190 

Hexagonalzahlen 160 

Hicks, Modell von 258, 261 

Himmelsmechanik 283 

höhere Differenzen 33 

homogene lineare Differenzengleichung 

44 def, 82 

homogenes lineares Gleichungssystem 

116 

homogenisierte Gleichung 83 

Homogenisierung 82, 143 

Hookesches Gesetz 276 
hyperexponentielles Wachstum 205 

imaginäre Einheit 104 def 

imaginäre Zahl 105 

Imaginärteil 105 def 

Induktion, unvollständige 75 

Induktion, vollständige 26 def, 75 

induzierte Investitionen 252, 258 

inhomogenes lineares Gleichungssy- 

stem 116 

Inhomogenität 44, 82 

Inhomogenität, konstante 44, 47, 82, 

143 

Inhomogenität, lineare 83 
Inhomogenität, polynomiale 84, 144 

interagierende Populationen 216
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inverses Element 68 

Investitionen 250 

Investitionen, autonome 252 

Investitionen, induzierte 252, 

258 

Investitionsgüter 249 

Irrfahrt 171 

Irrfahrt, asymmetrische 175 

Irrfahrt, symmetrische 171, 174 

iterativer Prozeß 41 

Kapazität (beim logistischen 

Wachstum) 203 

Kapitalversicherung 72 

Kaskadenmodelle 230 

Kettenbrief 24 

Keynes-Identität 250 

Koeffizienten eines Polynoms 36 

Koeffizientenmatrix 117 

kommutative Gruppe 69 

Kommutativität 68 
komplexe Wurzel 139 

komplexe Zahl 104 def 

konjugiert komplex 110 def 

Konkurrenz 216, 223 

konstante Geschwindigkeit 266 

konstante Inhomogenität 44, 47, 

82, 143 

Konstantenspeicher 15 

Kontensystem 248 

kontinuierliche Modelle 308 

konvergente Folge 56 def 

Konvergenz 153 

Kraft 271 

Kreisgeschwindigkeit 287 

labiles Gleichgewicht 205 

Lagerhaltungs-Gleichung 113 def, 

146 

Lagerhaltungsmodell 237 

Lagerinvestition 249 

Lebensversicherung 72 

linear abhängig 95 def 

lineare Differenzengleichung 43 def 

114 

lineare Inhomogenität 83 

lineare Modelle 307 

lineare Unabhängigkeit 114 

lineares Gleichungssystem 115 

Linearisierung 215 

Linearkombination 93 def 

linear unabhängig 93 def, 129 

Löhne 249 

logistisches Wachstum 201, 203 def 

logistisches Wachstum mit Schwel- 

lenwert 212 

Luftwiderstand 273 

Makroökonomie 232 

Märkte 247 
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Marktpotential 210 

Marktpotential, freies 210 

Masse 271 

Massenmittelpunkt 187 def 

Matrix 97, 117 

Methode der unbestimmten Koeffizien- 

ten 80 

Mikroökonomie 232 

Mittel, arithmetisches 184 

Mittelpunkt 186 

Mittelwertsregel, erste 171 

Mittelwertsregel, zweite 173 

mittlere Beschleunigung 267 def 

mittlere Dauer 176 

mittlere Geschwindigkeit 267 def 

mittlere Spieldauer 173 

Modellbildung 304 

Modell, deterministisches 307 

Modell, diskretes 308 

Modell, dynamisches 307 

Modellerstellung 305 

Modell, kontinuierliches 308 

Modell, lineares 307 

Modell, nichtlineares 307 

Modell, statisches 307 

Modell, stochastisches 307 

Modell von Harrod 258 

Modell von Hicks 258, 261 

Modell von Samuelson 258, 259 

modulares Problemlösen 42, 303 

Moivre, Formel von 108 

Momentangeschwindigkeit 267 def 

monoton fallende Folge 55 def 

monoton wachsende Folge 55 def 

Mortalität 201 

Nachbarzustand 172 

nachschüssige Rente 50 

n-dimensionaler Vektorraum 94 def 

Nettosozialprodukt 249 

neutrales Element 68 

Newton 272 

nichtkonstante Geschwindigkeit 267 

nichtlineare Modelle 307 

n-Tupel 94 

Nullfolge 56 def 

Nullvektor 69 

Ordnung einer Differenzengleichung 

40 def, 44 

oszillierende Folge 57 def 

Partialsumme 30 def, 162, 163 

partikuläre Lösung 79 

PASCAL 126 

Pentagonalzahlen 160 

Periodendauer 279 

Permanenzprinzip 105 

Permutation 127 

Permutation, gerade 127
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Permutation, ungerade 127 

Phasenbild 204 

Phasenkurve 203 

Phasenpunkt 205 

Phasenverschiebung 244 

Pivot-Element 126 

Planetenbahnen 284 

Polarkoordinaten 106 def 

Polygon 161 

Polygonalzahlen 161 def 

Polynom 36 

Polynom, Grad 36 

polynomiale Folge 39 

polynomiale Inhomogenität 84, 144 

Population 193 

Populationen, interagierende 216 

Potenz 29 def 

Prämiensteigerung, dynamische 72 

private Haushalte 247 

Produktion radioaktiver Substan- 

zen 290 

Produktionskonto 248 

Prognosemodelle 307 

Programm 18 

Pro-Kopf-Zuwachsgeschwindigkeit 

195 

Prozedurkonzept 303 

prozentuales Wachstum 20 

Prozeß, iterativer 41 

Pyramidalzahlen 162 def 

Quadratzahlen 158 

radioaktives Gleichgewicht 293 

Radioaktivität 288 

Räuber-Beute-Systeme 217 

Reaktionskinetik 226 

Realteil 105 def 

Reduktion 305 

rekursive Darstellung 41 

rekursive Definition 29 

Rente 50 

Rente, nachschüssige 50 

Renten-Endwertfaktor 50 

Rente, vorschüssige 50 

Resonanz 281, 282 

Resonanzkatastrophe 282 

Riemannscher Umordnungssatz 181 

Roulette 178 

Saldensumme 232 

Saldensummenkriterium 232 

Samuelson, Modell von 258, 259 

Satellitenbahnen 284 

Sättigungswachstum 210 

Sättigungswachstum mit Schwel- 

lenwert 211, 212 def 

Schlankheitskur 199 

Schweinezyklus (Hanau) 61 

Schwellenwert 212 
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Schwerpunkt 187 def 

Schwingung 275 

Schwingung, erzwungene 281 

Schwingung, freie 276 

Schwingung, gedämpfte 276, 280 

Schwingung, harmonische 275 

Schwingung, ungedämpfte 275 

senkrechter Wurf 273 

Skalar 69 

Skalarmultiplikation 69 

Skylab 284 

Sparkassenkonvention 48 

spezielle Lösung 79 

Spieldauer, mittlere 173 

Spinnwebendiagramm 64 

stabiler Gleichgewichtswert 155 def 

stabiles Gleichgewicht 205 

Stabilität 153 

stationäres Gleichgewicht 219 

statische Modelle 307 

Staubfigurenverfahren 265 

Sterbefälle 194 def 

Sterbefunktion 194 def 

Sterberate 194 def 

stochastische Modelle 307 

Stoffmengenänderungen 226 

streng monoton fallende Folge 55 def 

streng monoton wachsende Folge 55 def 

Stroboskop 264 

Summation 30 def 

Summierung 163 

Superpositionssatz 152 

Symbiose 217 

symmetrische Irrfahrt 171, 174 

Tacomabrücke 282 

Tausch 247 

Teilsumme 30 def, 162, 163 

Temperaturverteilung 174 

temporäres Gleichgewicht 219 

Tilgungsgleichung 47 def, 52, 60 

Tilgung von Darlehen 46 

Trapezzahlen 160 

Türme von Hanoi 51 

Übergang 171 

Übergangswahrscheinlichkeit 171 

ungedämpfte Schwingung 275 
ungerade Permutation 127 

Ungleichung, Bernoullische 29 

unterjährige Ratenzahlung 49 

Unternehmen 247 

Unterraum 71 

unvollständige Induktion 75 

Vandermondesche Determinante 131 def 

Vektor 69 

Vektorraum 68 def, 92 

Vektorraum der n-Tupel 94 

Vektorraum, eindimensionaler 71
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velocity 266 

verallgemeinerte Fibonacci-Glei- 

chung 87 def, 98, 111 

Verfahren von Heron 190 

Vermögensänderungskonto 248, 250 

Versuchslösung 151 

Vielfachheit einer Wurzel 108 

Vieta, Wurzelsätze von 89, 146 
Volkseinkommen 247, 249 

vollständige Induktion 26 def, 
75 

vorschüssige Rente 50 

Wachstum bei Selbstvergiftung 
206 

Wachstum einer Bakterienkultur 
225 

Wachstum, explosives 205 

Wachstum, exponentielles 199 

Wachstum, freies 199 

Wachstum, geometrisches 19, 199 

Wachstum, hyperexponentielles 
205 

Wachstum, logistisches 201, 

203 def 

Wachstum, logistisches mit Schwel- 

lenwert 212 

Wachstum, prozentuales 20 

Wachstumsfaktor 20 

Wachstumsprozesse 193 

Wachstumsrate 195 def 

Waren 247 

Wertschöpfung 249 

Wertzuweisung 18 

Wirtschaftskreislauf 248 

Wirtschaftsprozeß 247 

Wurf, senkrechter 273 

Wurzelsätze von Vieta 89, 146 

Zeilenführer 118, 120 

Zeilenumformungen, zulässige 116 

Zerfallsprozesse 288 

Zerfallsreihen 291 

Zinseszins 21 

zugehörige homogene Gleichung 83 

zulässige Zeilenumformungen 116 

Zustand 171 

Zuteilung von Bausparverträgen 232 
Zuwachs 194 def 

Zuwachsgeschwindigkeit 195 def 

Zuwachsrate 194 def, 195 

Zuwachs-Sparen 64 

zweite Mittelwertsregel 173



 






